
е  пе пект е 
п ео о   п оек  

Лек  6 

 

Лекто  – олото  Юл  лек д о  



е п ео о  



ое п ео о е ( ) 

 е кл до  п о т т  - о 
од о ое то е ое ото е е пло ко т  

л  п о т т   е , п  кото о   
• п е пло ко т  пе е од т  п е 

пло ко т ,  

• пе е ек е  п е пло ко т   
пе е ек е ,  

• п ллел е -  п ллел е.  



ое п ео о е 
- ко  л е  п ео о , п  
кото  по лед  тол е   о о е о  

т е 4*4 е  (0 0 0 s): 

т.к.  п от о  лу е од о од  коо д т  

h != const => ет о од о о о 
оот ет т  е ду п ео о е   * -

т   опе то о . 
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е пект е п ео о  



е пект ое п ео о е( ) 

 - то п ео о е од о о т ё е о о 
п о т т   д у ое, п  кото о  п ллел е 

п е од т , е  о ект  у е ет   
у ел е е  то  до е т  л де , 

 п о од т еод о од ое к е е л  
о ект , ее от о е т   то  от 
о ект  до е т  п оек .  
 

Это по о ет е у о п т  лу , о е 
о ет о у о ект . 



е пект ое п ео о е 

ео о е, п  кото о  е е  ул  
л о   пе  т е  ле е то  ет е то о 
тол . 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1

0 0 0 1

z
P

r

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

y

q
P

 
 
 
 
 
 

1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

x

p

P

 
 
 
 
 
 

т  од ото е о о пе пект о о п ео о  



ео о  ку : 
е                   пе пект е  



олу е е о е   к е 

• е  пе пект е п ео о  
т е е , т.е. л т  п ео о  
од о о т ё е о о п о т т   д у ое. 
 

• л  ото е  о екто   к е т е ует  
п ое о е  D п о т т   2D. 



оек  



оек  

 о е  лу е п оек  п ео у т то к , 
д е  те е коо д т е о т   n,  

те  коо д т е о т  е е n. 
 

 

 

 

 

лее уде   т т  лу  
п ое о  т ё  е е   д .  

 



ло к е ео ет е к е п оек  

оек  т е е о о о ект  т о т   
е те пе е е е  к т о  пло ко т   

п  п оек о  лу е  (п оекто о ), 
од   е т  п оек   п о од  

е е  к ду  то ку о ект . 



оек  

• Пе пект е ( е т л е):  

   е т  п оек  -  ко е о  то ке. 
• П ллел е е :  

   е т  п оек  -  е ко е о т  



Что к ует ? 

л  о ект ол о  д е  – то пе е е ет  
л д тел  е т  п оек . 

л  ле к  к  – то пе е е ет  о ект. 



т  п оек  

• т  п ое о   т ё е о о 
п о т т   д у е ое е д  оде т 
тол е   уле , ледо тел о, 

дете т то о п ео о  е д  
е  . 

е  т  л  п оек : 



ол  кл к  п оек  

 
 

П  
 

Ц  
( ) 

  

я 

я 

  

  

  

 

К  

К  

я 

я 

я 

т ет е к  
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ллел е п оек  

ллел е п оек  дел т   д  т п   
о т  от оот о е  е ду п ле е  

п ое о   о л  к п оек о о  
пло ко т : 
• о то о л е – п ле е п ое о  

колл е о  о л  к п оек о о  
пло ко т ;    

• ко оу ол е – п ле е п ое о   
о л  к п оек о о  пло ко т  е 

колл е . 

 



О то о л е  ко оу ол е 
п оек  
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ол  кл к  п оек  
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до е п оек  

оек   од у  коо д т  пло ко те  

 x = 0, y = 0 л  z = 0, т.е. к т  пло ко т  
пе пе д кул  л о  коо д т о  о , дол  
кото о  о у е т л ет  п ое о е.  
 

 п о то  д п оек . о ет т е 
е   о у од о  пло ко   о ект . 
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x = 0 y = 0 z = 0 



е  до  п оек  

x = 0 

y = 0 

z = 0 

од  у  

О! Од  о то е к  п оек  е о ет д т  п ед т ле е о 
о е  т е е о  о е о ект . 

д е у 

д пе ед  д оку 



ол  кл к  п оек  
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к о о ет е к е п оек  

• Ак о о ет е к  п оек  о ует  
пул о е  о ект   по о  

по о ото   пе е е е  т к  о о , 
то  л  д  по к е  е е т  
о ед е .  

 

е ул т т те  п ое ует   до о  п оек е  
 од у  коо д т  пло ко те , п е , 

z = 0. 

 



о т ое е к о о ет е ко  п оек  
y 

z x 

y' 

x' 

z' 

. о о от от о тел о y. 

. о о от от о тел о x. 

. ое о е. 



к о о ет е к е п оек  

 к о о ет е ко  п ое о  
о ет  п ллел о т  п ,  у л  

е т ;  

то е о о е т  дол  к до   
л  коо д т  о е   о е  лу е  

л  т  ко е т ). 

 y 

x z 



ол  кл к  п оек  
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т ет е к  

до
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д  к о о ет е к  п оек  

• Т ет е к  е  т  ко е т  
л . 

• Д ет е к   од ко  т  
ко е т . 

• И о ет е к   од ко  т  
ко е т . 
 

 

т е ко е т  - ко е т  
к е  дол   о е  п о т т : OX, OY 

 OZ. 



Т ет е к  п оек  



Т ет е к  п оек  

ле е ко е то  к е  ед  

екто о   дол  л  коо д т  о е : 

Ко е т  к е  дол  п ое о  
л  о е  : 

(0,0,1,1) 

(1,0,0,1) 

(0,1,0,1) 

X 

Z 

Y 

од е е  
 екто о  

ед  

т  п ео о  

е ул т у е е  
 екто о  



т  п ео о  п  
т ет е ко  п оек  

Т.к. п  т ет е ко  п оек  ко е т  к е  по 
т ё  о  л , то дл  ее по т ое  о о т  л е 
у л  е  о ект . л  п е  о е  

у ол е  от о тел о о  y: ϕ = 30°; 

у ол е  от о тел о о  x: θ = 45°. 

 

О  т  т ет е ко  п оек   

[T]=[Ry][Rx][Pz]= 

К к л т  
т е 

ко е т  по 
о ?  



е ул т т т ет е ко  п оек  

дл  ϕ = 30°  θ = 45° 

од е коо д т  о ект  е ул т у е коо д т  о ект  

од  о ект Т ет е к  п оек  о ект  



ет ко е то  к е  дол  
л  о е , дл  ϕ = 30°  θ = 45° 

О  т  п ео о  T 

дол  о  X: 

дол  о  Y: 

дол  о  Z: 

Ко е т  к е : 

од е е екто  

е ул т у е  
е екто  



е  т ет е к  п оек  



ет е к  п оек  

 отл е от т ет е ко  
ко е т  к е  по л  д у  
о  дол  т  . 



ет е к  п оек  

О  т  п ео о : 



ет о о  у ло  дл  
д ет е ко  п оек   

у т  удут  ко е т  к е  дол  о е   
OX  OY. е  fx

2 к fy
2: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



ет о о  у ло  дл  
д ет е ко  п оек  (2) 
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е е е   от о , т.к. п  под т о ке  
те у о о д ет е ко е  е ул т т.  

оло    

 

 

 

 

полу  е е : 

ет о о  у ло  дл  
д ет е ко  п оек   

2

2

2

4 2 2 2

sin
sin

(1 sin )

2sin sin ( 2) 0
z z

f f

 
   

      

𝑢2 − 𝑧2 + 𝑢 + 𝑧2 =𝐷 = 𝑧2 + 2 − ∗ ∗ 𝑧2= 𝑧2 − 2𝑢 = [ 𝑧2 + + 𝑧2 − ]/𝑢 = − 𝑧2 + − 𝑧2 − /  



од   о л т  оп еделе  у к  arcsin ледует, то 

 

 

опол тел ое у ло е е т  7  д ёт: 

ет о о  у ло  дл  
д ет е ко  п оек   

≤ 𝑧 ≤  

≤ 𝑧/ ≤  ≤ 𝑧 ≤  



ет о о  у ло  дл  
д ет е ко  п оек  (5) 

• олу е ое е е т о пок ет, то 
д п о  ко е то  к е  е  

 

• ет , то к д  ко е т fz 

по о д ет ет е о о  
д ет е к  п оек : 

≤ 𝑧 ≤  



е  д ет е к  п оек   
л  ко е то  к е  

дол  о  z 





• ет е к  п оек  по ол ет п о од т  
е е   од ко  т  

о теле  по д у  п ео о  
л  о . е е е дол  т ет е  о  

т е ует д у о о т о о о тел . Это 
о ет п е т  к пут е  о к , е л  

т е ует  то ое т о е е о  
п ое о о о о ект .  

 

• о ет е к  п оек  е ет ту 
п о ле у. 
 



о ет е к  п оек  

е ко е т  к е  по е  
т ё  о  . 



о ет е к  п оек  
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sin21sin 

Т к к к е  ко е т  к е  , то п  пе ое у е е ко 
то о у,  то ое к т ет е у, полу : 

(1) 

(2) 

(3) 

од о ул 
дел т  

о то тел о! 



о ет е к  п оек  

• Т к  о о , дл  то о, то  по т о т  
о ет е ку  п оек , у о по е ут  
од у  у у  у л                от о тел о 

о  Y                      от о тел о X. 
 

• у е т у т тол ко ет е о о  
о ет е к  п оек . Ко е т 
к е  дл  о ет е ко  п оек  

е  (  е т  : 

 = 𝜃 = / ≈ .8  

 

 



е  о ет е ко  п оек  



ол  кл к  п оек  
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Ко оу ол е п оек  

•  п от ополо о т  о то е к   
к о о ет е к  п оек , дл  

кото  п оекто  пе пе д кул  
пло ко т  п оек , ко оу ол  
п оек  о ует  п ллел  
п оекто   е т о , ле   

е ко е о т   поло е  под 
ко  у ло  к пло ко т  п оек . 



Ко оу ол е п оек  

Н
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Н
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я
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г а е е ии 



Ко оу ол е п оек  

• Ко оу ол е п оек  пок  о у  
т ё е у  о у о ект , од ко у л   
дл  о т  тол ко дл  е , 

поло е  п ллел о пло ко т  
п оек .  

• , е п ллел е пло ко т  
п оек , под е т  к е . 



Ко оу ол е п оек  

О о  те е  п ед т л т п оек  
К л е  К е.  

 



оек  К л е 
• оек  К л е полу ет , ко д  у ол е ду 

п оекто  ап авле е  п ое ова я   
пло ко т  п оек  о т л ет 45°. 

•  то  п оек  ко е т  к е  дл  
е  т ё  л  п ле   . 

е ул т т то  п оек  л д т ее те т е о 
утол е . 
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45 
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l 



оек  К е 

• Ко е т к е  дл  е е , 
пе пе д кул  пло ко т  п оек , 

е  ½.  
• л  то  п оек  у ол е ду 

п оекто   пло ко т  п оек  
о т л ет arcctg(1/2)=63,43°. 



Ко оу ол е п оек  

• Что  по т о т  т у 
п ео о  дл  ко оу ол о  
п оек , от  ед  

екто  P[0 0 1] дол  о  z еле ы . 

•  ко оу ол о  п оек  
п оекто  о т л т у ол β  
пло ко т  п оек  z=0, отл  
от 9 °. 

• ет , то е о о е 
п оекто , п о од е е е  то ку P 

л  O  о у е у ол β  
пло ко т  z=0, ле т  
по е о т  ко у   е о   P 

л  O оот ет т е о. 
• Т к  о о , дл  д о о у л  β 

у е т ует е ко е ое кол е т о 
ко оу ол  п оек , к д   
кото  кте у т  у ло  α. 
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b β 

P[0 0 1] 
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оекто    

β 
β 

β 



Ко оу ол е п оек  
оекто  P1O о о полу т   PO  

по о  пе е о   [-a –b 1] то к  P  
то ку P1.  

 д у е о  пло ко т , п о од е  е е  P 
пе пе д кул о о  z, 3*3 т  
п ео о   𝑇` = − − . 
 

 т ё е о  п о т т е то д у е ое 
п ео о е к ле т о д у екто  
PO  п ле  x  y: 

𝑇 =           − −           . 
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P[0 0 1] 
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п оекто  

β 



Ко оу ол е п оек  
ое о е  пло ко т  z=0 д ёт 

𝑇 =             − −              . 
 . полу е , то  

a = f cosα, b = f sinα, 

де f – ко е т т о  

ед о о екто  P п  е о 
п ое о   пло ко т  z = 0,  

 α – у ол е ду п оек е  екто   
о  X. 

 у к  т к е о, то β  - у ол е ду 
ко  п оекто   пло ко т  
п оек  е : 

β=arcctg(f) 

α O 
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P1 
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a 
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P[0 0 1] 
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п оекто  

β 



Ко оу ол е п оек  
• Т к  о о , о  т  п ео о  дл  

ко оу ол о  п оек  еет д: 

𝑇 = − 𝛼 − 𝛼     . 
•  f = 0, β = 90° полу е  о то е ку  п оек .  
• л  f = , то е под е т  к е  е , 

пе пе д кул е пло ко т  п оек . Это л ет  
п оек е  К л е, п  кото о  β = arcctg(f = 1) = 45°. 

• оек  К е о о полу т  п  ко е те 
к е  f = / , β = arcctg(1/2) = 63,435°. 

 

!!! ет , то у ол α л ет  у ло  е ду о о т л   
п оек  п , пе пе д кул  пло ко т  п оек   
z = 0.  



оек  К л е 
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f = 1, β = arcctg(f) = 45° 

 

 



оек  К е 
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26,5 
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l 
l/2 

f = 0,5, β = arcctg(f) = 63,435° 

 

 

α 



оек  К л е°  

β=45°. 
оек  К е 

β=63,4°. 

е у  у ол α е ет  от -45 ° до +  °  те ло   



ол  кл к  п оек  

 
 

  

  

я 

я 

  

  

  

 

К  

К  

я 

я 

я 

т ет е к  

до
е 

пе пект е  



е пект е п оек  

http://www.youtube.com/watch?v=SS4r9Fq3beU 



Це т л е пе пект е  п оек  

•  п от ополо о т  е  от е  ее 
п оек , п  по т ое  е т л  п оек  
п оекто  од т е  е ко е о т ,   
ко е о  то к , е о  е т о  п оек ,  
ледо тел о е л т  п ллел  д у  

д у у. 
 е  е т л о  п оек  п ллелеп пед  

Це т   
п оек  

п оекто  

п ллелеп пед 

п оек о  пло ко т  

пе ед   

д   



е пект ое п ео о е 

• л  то о, то  по т о т  пе пект у  п оек  
у о под е ут  од у  у у пе пект о у 

п ео о   по ле то о п ое о т  ее  
екото у  пло ко т . 

• е пект ое п ео о е еет е то, ко д  е 
е  ул  л о   пе  т ё  ле е то  ет е то о 

тол  т  * . 
– ллел е п е од т . 

– е  о ект  у е ет   у ел е е  то  
до е т  п оек . 

– о од т еод о од ое к е е л  о ект , 
ее от о е т   то  от о ект  до 

е т  п оек .  
 

е то по о ет о п т  лу , о е о ет о у 
о ект . 



е пект ое п ео о е 

• Од ото е ое  
 

 

• у то е ое 

 

 

• Т ё то е ое 
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То к  од  
Ак о . е пект е п оек  л о  о окуп о т  
п ллел  п , кото е е п ллел  
п оек о о  пло ко т  удут од т   то ке од . 
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 у ке од т  
л , п ллел е 
о  z. 

Це т  

п оек  



Од ото е ое пе пект ое 
п ео о е 

е пект ое п ое о е  екото у  д у е у  
до у  пло ко т  о о полу т , о ед  

о то е ку  п оек   пе пект  
п ео о е . 



е пект ое п ое о е  
пло ко т  z = 0 

од е  
коо д т  то к  

е ул т у е 

коо д т  то к  

е пект ое 

п ео о е 

О то е кое 

п ое о е 

е пект  

п оек  



е  пе пект о  п оек  то к  
P  пло ко т  z=0  

zc(0, 0, -1/r) 
Це т  

п оек  

Коо д т  то к  P* о о полу т , 
пол у  подо е т еу ол ко : 

 ∗𝑐 = 𝑐− ⇒ ∗= 𝟏 − 𝒄   

 ∗𝑐 = 𝑐−  ⇒ ∗= / 𝟏 − 𝒄 . 

 

ол  = − 𝒄, полу  е ул т т , 
ло е о уле  по ле 

деле  од о од  коо д т  4-  
ле е т . 

(10) 

P(x, y, z) 



е  пе пект о  п оек  
то к  P  пло ко т  z=0  

•  ледо тел о о ул   о у е т л ет 
пе пект ое п ое о е  пло ко т  z=0  

е т о  п оек   то ке (-1/r)  о  z. 

• ет , то п  zc → ∞, = − 𝒄 →0,  е ул т те 
полу е  о то о л у  п оек   пло ко т  
z=0. 

• !  то к , ле е  пло ко т  п оек  
пе пект ое п ео о е е де т ует, т.е. 
е л  пло ко т  п оек  п о од т е е  
о ект, то т  т  о ект  о ет   
п л  е о   о о ,  е д у е 

т  о ект  к т . 



Од ото е  пе пект  

п оек  ку   

Zc(0,0,10) 

пол  пе пект ое п ое о е  пло ко т  
z=0 ед о о ку   е т о  п оек   то ке zc=10  
о  z. Од ото е  пе пект  о тел  r е : 

r = -1/z  = -1/10 = -0.1 
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Од ото е  пе пект   
п оек  ку   

A 
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у то е ое пе пект ое 
п ео о е 





















1000

0100

010

001

q

p

Pxy

Т кое п ео о е 
п од т к д у  то к  

од   коо д т : 
по о  x: (1/p, 0, 0); 

по о  y: (0, 1/q, 0). 

Т x(1/p, 0, 0) 

Y 

Т y(0, 1/q,0) 

X 

Z 

т  п ео о  



у то е  пе пект  п оек  

од е  
коо д т  ку  

т  д у то е о  

 пе пект о  п оек  

е ул т у е  
е о о е 

коо д т  

е ул т у е  
о о е 

коо д т  

Коо д т  е т  п оек : 
дол  о  OX – (-10,0,0); 

дол  о  OY – (0,-10,0). 

 

Коо д т  то ек од : 
дол  о  OX – (10,0,0); 

дол  о  OY – (0,10,0). 

 



о е е т е е  о екто  



о е е т е е  о екто  

• о е  од  т е е о  е ко  о  олее 
ло , е  оот ет т у  д у е  п о е . 

•  д у е о  лу е п о то д ет  ок о  д у е о  
о о  коо д т о  п о т т е  пол  од   

д у е о  до о  по е о т .  
 о е  лу е о ект , оп е  о  коо д т , 

от ек т  по е д о о о е ,  по ле то о 
п ео у т   поле  од  дл  д пле . ло о т , 

кте  дл  т е е о о лу , о к ет пото у, то 
до  по е о т  е еет т ет е о е е . 

• е оот ет т е е ду п о т т е  о ект   
пло к  о е  у т ет  путе  еде  
п оек , кото е ото т т е е е о ект   
д у е о  п оек о о  к т о  пло ко т  К ). 



о е  од  т е е о  
е ко  о   

•  п о е е од  т е е о  е ко  
о   д е  д  о е  О   о о  

п о т т е, п оек   К   поле од   до о  
по е о т .  

 о е  лу е о ект , оп еделе е  т е е о  
о о  п о т т е, от ек т  по  

т е е о о д о о о е   по ле то о 
п ое у т .  
То, то поп д ет  п едел  ок , кото ое о л ет  
п оек е  д о о о е   к т у  пло ко т , 

те  п ео ует  ото ет   поле од   
ото ет   е ко  у т о т е е . 



о е  од  т е е о  
е ко  о   



. Оп еделе е к т о  
пло ко т  К  



К т  пло ко т  оп едел ет  екото о  то ко   
пло ко т , кото у  уде  т  опо о  то ко  ОТ  

 о л  к к т о  пло ко т  К .  
К  о ет п о ол  о о  пол т  
от о тел о п ое уе  о екто , д   о  
коо д т . О  о ет пе е ек т  , п о од т  пе ед  

л  по д  о екто . 

л  то о то  д т  ок о,  ео од  те  
коо д т  К , кото у  о е  те о  коо д т UV. 

ло  ее лу т ОТ. п ле е о  V  К  оп едел ет 
екто  е т к л  : п оек    К  о п д ет  

о  V. 



. д е к л о о  
л о о е  к т о  

пло ко т  



Опо  то к  ОТ   д  п ле  екто  о л  
К   екто  е т к л   оп едел т   

п о то о е  о о  те е коо д т. е   К  
те у UV, о е  д т  л ое  к л ое 

е  U  V, оп едел е ок о.  
От ет , то ок о е о тел о дол о т  

ет о от о тел о ОТ. д  о е  т о 
оп едел ет  ок о   о ет ту т  о о о 
п о т т , кото  удет п ое о . 



. От е е е д о о о е  



 лу е е т л о  п оек  
•  лу е е т л о  п оек  д  о е  О  

оп едел ет  т к е е т о  п оек . Этот п ет  
д ет   о  коо д т  от о тел о опо о  

то к  ОТ . О п ед т л ет о о  ео е у   од у 
то о у п ду, е  кото о  од т   е т е 

п оек ,  око е то о  п о од т е е  ок о. 

• То к , ле е по д  е т  п оек , е кл т  
 О , ледо тел о, е удут п ое о т . 



 лу е п ллел о  п оек  
•  лу е п ллел  п оек  О оп едел ет  т к е 

п ле е  п ое о . О  п ед т л ет о о  
ео е  п ллелеп пед, то о  кото о о 

п ллел  п ле  п ое о . 
•  о е  лу е п ле е п ое о  о ет е 

о п д т   К . 
 



 лу е п ллел о  п оек  

•  лу е о то е к  п ллел  п оек  о е 
ко оу ол  око е то о  О пе пе д кул  К . 

•  екото  лу  о ет пот е о т  дел т  О ко е . 
л  то о д т   пе ед  еку  пло ко т    

д  еку  пло ко т ). 

• о л  К  п ле  от о тел о п ле  
п ое о   т к е л ет  о л  к   . 
 


