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�°¥¤¨±«®¢¨¥�°¥¤« £ ¥¬®¥ ³·¥¡®¥ ¯®±®¡¨¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¬®£¨µ ¤°³£¨µ °³ª®¢®¤±²¢ ¯®²¥§®°®¬³   «¨§³ ²¥¬, ·²® ®°¨¥²¨°®¢ ® ¢ ®±®¢®¬   ±²³¤¥²®¢ ³¨¢¥°±¨-²¥²®¢, ±¯¥¶¨ «¨§¨°³¾¹¨µ±¿ ¢ ®¡« ±²¨ ¬¥µ ¨ª¨ ±¯«®¸®© ±°¥¤». �¨£   ¯¨± -  ¢ ¤³µ¥ ¡¥±ª®®°¤¨ ²®£® ¯®¤µ®¤  ª ²¥§®°®¬³ ¨±·¨±«¥¨¾,  ¨¡®«¥¥ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥£®, ¯® ¬¥¨¾  ¢²®°®¢, ¯®²°¥¡®±²¿¬ ±®¢°¥¬¥®© ¬¥µ ¨ª¨ ª®²¨-³³¬ .�² ·¨² ²¥«¿ ²°¥¡³¥²±¿ § ¨¥ ®±®¢ «¨¥©®©  «£¥¡°» ¨ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶.�°®¬¥ °¿¤  ²° ¤¨¶¨®»µ ¢®¯°®±®¢ ²¥§®°®£®   «¨§ , § ·¨²¥«¼®¥ ¢¨-¬ ¨¥ ³¤¥«¥® ²¥®°¨¨ ²¥§®°»µ ´³ª¶¨©, ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®¢ ¨ ²¥§®°»µ´³ª¶¨©.� ¡¥±ª®®°¤¨ ²®© ´®°¬¥ ¨§«®¦¥ ´®°¬ «¨§¬ ²¥§®°»µ ¯®«¥©, ®¯°¥¤¥«¥-»µ   ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �²®² ¬ ²¥°¨ « ²¥±® ±¢¿§  ±¢ ¦»¬ ° §¤¥«®¬ ¬¥µ ¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  { ²¥®°¨¥© ®¡®«®·¥ª.�®±®¡¨¥ ± ¡¦¥®  ¡®°®¬ ³¯° ¦¥¨©, ¬®£¨¥ ¨§ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ®°¨£¨- «¼»¬¨.�®¤¥°¦ ¨¥ ª¨£¨ ¢µ®¤¨² ±®±² ¢®© · ±²¼¾ ¢ ª³°± ¬¥µ ¨ª¨ ±¯«®¸-®© ±°¥¤», ª®²®°»©  ¢²®°» ¯°¥¯®¤ ¾² ¢ ²¥·¥¨¥ ¬®£¨µ «¥²   ¬¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ´ ª³«¼²¥²¥ �®±²®¢±ª®£® £®±³¨¢¥°±¨²¥² .
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x1. �¢ª«¨¤®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯°®±²° ±²¢®.�±®¢®© ¨ ¢§ ¨¬»© ¡ §¨±.�®¢ °¨ ²»¥ ¨ ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®° .�³±²¼ �n { ª®¥·®¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ n. �«¥¬¥-²» ½²®£® ¯°®±²° ±²¢ ,  §»¢ ¥¬»¥ ¢¥ª²®° ¬¨, ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼, ª ª ¯° ¢¨«®,¬ «¥¼ª¨¬¨ « ²¨±ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ ¨ ¢»¤¥«¿²¼ ¯®«³¦¨°»¬ ª³°±¨¢®¬:a 2 �n:� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥¬ «¨¥©»µ ¯°®± ²° ±²¢ ²®«¼ª® ¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¢ª«¨¤®¢»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ �n  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®¥¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ n  ¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¢ ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¥-  ®¯¥° ¶¨¿ ±ª «¿°®£® ³¬®¦¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢, ®¡®§ · ¥¬ ¿ ²®·ª®©: a � b. �ª -«¿°®¥ ³¬®¦¥¨¥ ª ¦¤®© ¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢ ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥·¨±«® ¨ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:1) a � b = b � a (ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼);2) (�a+ �b) � c = �(a � c) + �(b � c) (¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¼);(�, � { ·¨±« )3) a � a � 0; (¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼).a � a = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a = 0�²¬¥²¨¬, ·²® ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ²®·ª¨, ª ª § ª  ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¿¢«¿¥²±¿®¡¿§ ²¥«¼»¬.�¥«¨·¨  pa � a  §»¢ ¥²±¿ ¤«¨®© ¢¥ª²®°  a.�°¨ n = 3 ¢¥ª²®°» a, b, ... ¿¢«¿¾²±¿ ®¡»·»¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨.�³±²¼ �n { n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®. �®£¤  ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¡ -§¨± ek (k = 1; 2; : : : ; n) ¨ «¾¡®© ¢¥ª²®° a 2 �n ¬®¦® ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬° §«®¦¨²¼ ¯® ½²®¬³ ¡ §¨±³: a = nXk=1 akek:�±¾¤³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯° ¢¨«®¬ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ �©-¸²¥© , ±®£« ±® ª®²®°®¬³  «¨·¨¥ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ®¤¨ ª®¢»µ ¢¥°µ¥£® ¨ ¨¦-¥£® ¨¤¥ª±®¢  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯® ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿¨¤¥ª±³,   § ª ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ P ®¯³±ª ¥²±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬,a = akek:�¤¥ª±, ¯® ª®²®°®¬³ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥,  §»¢ ¥²±¿ ¥¬»¬. �±®,·²® ®¡®§ ·¥¨¥ ½²®£® ¨¤¥ª±  ±®¢¥°¸¥® ¥±³¹¥±²¢¥® :a = akek = amem = ases ¨ ².¤.3



�¤¥ª±, ¥ ³· ±²¢³¾¹¨© ¢ ±³¬¬¨°®¢ ¨¨,  §»¢ ¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬:ak = bkcmdm;k { ±¢®¡®¤»© ¨¤¥ª±. � «®£¨·® ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¢»° ¦¥¨¿, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¤¢®©-®¥, ²°®©®¥ ¨ ².¤. ±³¬¬¨°®¢ ¨¥:nXi=1 nXj=1Aijbicj = Aijbicj = Aksbkcs:�¢¥¤¥»© ¢»¸¥ ¢¥ª²®°»© ¡ §¨± ek  §®¢¥¬ ®±®¢»¬. � °¿¤³ ± ¨¬ ° ±-±¬®²°¨¬ ¡ §¨± em, ª®²®°»© ±¢¿§  ± ®±®¢»¬ ±®®²®¸¥¨¿¬¨em � ek = �mk ; (1:1)£¤¥ �mk { ±¨¬¢®« �°®¥ª¥° : �mk = ( 0; m 6= k;1; m = k:�®®²®¸¥¨¿ (1.1)  §»¢ ¾²±¿ ³±«®¢¨¿¬¨ ¡¨®°²®£® «¼®±²¨,   ¡ §¨± em {¢§ ¨¬»¬ ¨«¨ ¡¨®°²®£® «¼»¬ ¡ §¨±®¬.� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±  em ¯® § ¤ ®¬³ ®±®¢®-¬³. �«¿ ¥¥ °¥¸¥¨¿ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¬ ²°¨¶³ kgksk:gks = ek � es(¢¥«¨·¨» gks  §»¢ ¾²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨). �²  ¬ ²°¨¶ , ®·¥-¢¨¤®, ±¨¬¬¥²°¨· : gks = gsk. �°®¬¥ ²®£®, ®  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥-«¥®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢»° ¦¥¨¥a � a = akek � ases = akas(ek � es) = akasgks±²°®£® ¡®«¼¸¥ ³«¿ ¯°¨ ¥³«¥¢»µ ª®¬¯®¥² µ ak ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  (3) ±ª «¿°-®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �§ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¬ ²°¨¶» kgksk ±«¥¤³¥²(±®£« ±® ª°¨²¥°¨¾ �¨«¼¢¥±²° ), ·²® ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¡®«¼¸¥ ³«¿,   § ·¨² ® ¨¬¥¥² ®¡° ²³¾.�³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¡ §¨± em ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ª ¦¤®£® ¨§ ¥£® ¢¥ª²®°®¢ ¯® ¡ §¨±³ek: em = gmkek: (1:2)�¤¥±¼ gmk { ¥¨§¢¥±²»¥ ¯®ª  ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿. �¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨±®®²®¸¥¨¿ (1.2) ±ª «¿°®   ¢¥ª²®° es:em � es = gmkek � es¨«¨ (± ³·¥²®¬ ³±«®¢¨© (1.1)) �ms = gmkgks:�¯° ¢  ±²®¨² ½«¥¬¥² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ¬ ²°¨¶,   ±«¥¢  { ½«¥¬¥² ¥¤¨¨·®©¬ ²°¨¶». �®½²®¬³ ¬ ²°¨¶  kgmkk ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²®© ª ¬ ²°¨¶¥ kgksk (¨ ²®¦¥4



¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢§ ¨¬»© ¡ §¨± em ¢±¥£¤  ±³¹¥±²-¢³¥² ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ (¢ ±¨«³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ®¡° ²®©¬ ²°¨¶»).�»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ em � es:em � es = gmkek � es = gmk�sk = gms:�°®¬¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤®, ·²® ¢¥ª²®°» ®±®¢®£® ¡ §¨±  ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°»¢§ ¨¬®£® ±®®²®¸¥¨¿¬¨ ek = gkmem.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ®±®¢®£® ¨ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±®¢ ±³¹¥±²¢³¥²¯®« ¿   «®£¨¿, ¨ ¯®¿²¨¿ ½²¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢§ ¨¬».� ª ¨§¢¥±²®, ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±³¹¥±²¢³¥² ®°²®®°¬¨°®¢ »©¡ §¨± { ±®¢®ª³¯®±²¼ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ¥¤¨¨·»µ ¢¥ª²®°®¢. �¥ª²®°»² ª®£® ¡ §¨±  ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ is:is � ik = �sk: (1:3)�¨¤®, ·²® ¡ §¨±, ¢§ ¨¬»© ª ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬³, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨¬ ± ¬¨¬.�¾¡®© ¢¥ª²®° a ¨§ �n ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ª ª ¯® ®±®¢®¬³, ² ª ¨ ¯® ¢§ ¨¬®¬³¡ §¨±³: a = akek = amem:�®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ ¯® ®±®¢®¬³ ¡ §¨±³ { ak {  §»¢ ¾²±¿ ª®²° ¢ -°¨ ²»¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢¥ª²®°  a; ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ ¯® ¢§ ¨¬®¬³¡ §¨±³ { am {  §»¢ ¾²±¿ ª®¢ °¨ ²»¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢¥ª²®°  a.�±² ®¢¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª®- ¨ ª®²° ¢ °¨ ²»¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢¥ª²®° .�·¥¢¨¤®, ·²® ak = a � ek; am = a � em:�²±¾¤   µ®¤¨¬ ak = amem � ek = gkmam: (1:4)� «®£¨·®, am = gmkak: (1:5)�±®, ·²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ak 6= ak. � ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¦¥ ¡ §¨±¥ ½²®© ° §-¨¶» ¥², ª ª ¥² ° §¨¶» ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ®±®¢®£® ¨ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±®¢.� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ¨¤¥ª±» ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼   ®¤®¬ (¨¦¥¬) ³°®¢¥; ¯°¨ ½²®¬±®£« ¸¥¨¥ ® ±³¬¬¨°®¢ ¨¨ ¯® ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨¤¥ª±³ ±®µ° ¿¥²±¿:a = asis = asis:x2. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¡ §¨± .�³±²¼ �n { ¥¢ª«¨¤®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � °¿¤³ ± ¡ §¨±®¬ ek ° ±±¬®²-°¨¬ ¢ ¥¬ ¥ª®²®°»© ¤°³£®© ¡ §¨± em0 ( ¨§ ¤ «¼¥©¸¨µ ´®°¬³« ¡³¤¥² ¢¨¤®, ·²®5



¸²°¨µ ³¤®¡¥¥ ±² ¢¨²¼ ³ ¨¤¥ª± ,   ¥ ³ ¢¥ª²®° ). �®£¤  «¾¡®© ¢¥ª²®° a 2 �n¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ a = akek = am0em0 :�¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  ek ª ¡ §¨±³ em0 ¢ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿,ª ª ¨§¢¥±²®, ± ¯®¬®¹¼¾ ¥¢»°®¦¤¥®© ¬ ²°¨¶», ½«¥¬¥²» ª®²®°®© ®¡®§ ·¨¬·¥°¥§ Akm0 : em0 = Akm0ek: (2:1)�¡° ²»© ¯¥°¥µ®¤ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨¶», ®¡° ²®© ª ¤ ®©:ek = Am0k em0; (2:2)£¤¥ kAm0k k = kAkm0k�1, ²® ¥±²¼Akm0Am0s = �ks ; Am0k Aks0 = �m0s0 :� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ®±®¢®£® ¡ §¨±  ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¢¥ª-²®°» ¢§ ¨¬®£®. �³±²¼ em = Bmk0ek0; em0 = Bm0k ek;kBmk0 k = kBm0k k�1:�»° §¨¬ Bm0k ·¥°¥§ Akm0. �«¿ ½²®£® ¯®¤±² ¢¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ em0 ¢ ±®®²®¸¥¨¥em0 � es0 = �m0s0 :� °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬�m0s0 = Bm0k ek � es0 = Bm0k ek �Ams0em = Bm0k Ams0 �km = Bm0k Aks0:�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ²°¨¶» Bm0k ¨ Akm0 ¿¢«¿¾²±¿ ®¡° ²»¬¨, ²® ¥±²¼Bm0k = Am0k :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ·¥²»°¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¨±»¢ ¾²±¿¤¢³¬¿ ¬ ²°¨¶ ¬¨ (²®·¥¥, ®¤®© { ¨ ®¡° ²®© ª ¥©):em0 = Asm0es; em0 = Am0s es;es = Am0s em0; es = Asm0em0 : (2:3)�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  ¯°¨¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨± . �°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ª®²° ¢ °¨ ²»µ ª®¬¯®¥² ¢»° ¦¥¨¥¤«¿ ¢¥ª²®°  a ¨¬¥¥² ¢¨¤a = ases = asAm0s em0 = am0em0;®²ª³¤  am0 = asAm0s : (2:4)6



�°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ª®¢ °¨ ²»µ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®° a § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªa = akek = akAkmem0 = am0em0;®²ª³¤  am0 = akAkm0: (2:5)�®«³·¥»¥ ´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  ®¡º¿±¿¾² ²¥°¬¨-®«®£¨¾ { ª®¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» ¬¥¿¾²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²®© ¦¥ ¬ ²°¨¶»,·²® ¨ ¢¥ª²®°» ®±®¢®£® ¡ §¨± , ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» { ¯°¨ ¯®¬®¹¨¬ ²°¨¶», ®¡° ²®© ª ¥©. �¯° ¦¥¨¿.1. � ±¸¨´°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿:  ) Aii; ¡) Tij; ¢) aiRij ; £) aibjSij .2.  ) � » ¬ ²°¨¶» A = kaijk ¨ B = kbmnk. � ¯¨± ²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½«¥¬¥-²  cks ¬ ²°¨¶» C = AB .¡) � ¯¨± ²¼ ¢ ¨¤¥ª±»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ ³±«®¢¨¥ ²®£®, ·²® ¬ ²°¨¶  B ¿¢«¿-¥²±¿ ®¡° ²®© ¬ ²°¨¶¥ A, ².¥. BA = AB = E, £¤¥ E { ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ .3. �°¥®¡° §®¢ ²¼ (¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥) ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿: ) aj�ij; £) �ijAik;¡) aiaj�ij; ¤) �ij�jk;¢) �ii; ¥) �ij�jk�ki:4. �»¯¨± ²¼ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢a ¨ b ·¥°¥§ ª®¬¯®¥²» ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢.5. �»¯¨± ²¼ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¤«¨» ¢¥ª²®°  a ·¥°¥§ ª®¬¯®¥-²» ½²®£® ¢¥ª²®° .6. �®ª § ²¼, ·²® ak = a � ek; am = a � em.7. �ª¢¨¢ «¥²» «¨ ±®®²®¸¥¨¿ 1 ¨ 2: ) 1. Amn bnem = cmem2. Amn bn = cm¡) 1. ck = Amk bm2. cj = Anj bn¢) 1. ambm = 02. am = 0 ¨«¨ bm = 0� ¯°®±²° ±²¢¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¢¥ª²®°®¢ �3 ª°®¬¥ ±ª «¿°®£® ³¬®¦¥¨¿±³¹¥±²¢³¥² ¥¹¥ ®¤  ®¯¥° ¶¨¿ { ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥. �«¿ °¥¸¥¨¿ ±«¥¤³¾-¹¨µ ³¯° ¦¥¨© ¥®¡µ®¤¨¬® ¢±¯®¬¨²¼ ¥ª®²®°»¥ ½«¥¬¥² °»¥ ±¢®©±²¢  ½²®©7



®¯¥° ¶¨¨ ¨ ±¢¿§ »µ ± ¥© ¤¥©±²¢¨© ¨, ª°®¬¥ ²®£®, ¢»¢¥±²¨ ´®°¬³«³ ¤«¿ § ¯¨±¨¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ ª®¬¯®¥² µ.�°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ { ½²® ¢¥ª²®°a� b = c 2 �3:�§¬¥¥¨¥ ¯®°¿¤ª  ¢¥ª²®°®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª ¨§¬¥¥¨¾ § ª  ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿: a� b = �b� a:� ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ±²°®¿²±¿ ² ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ª ª ±¬¥-¸ ®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥(a� b) � c = (c� a) � b = (b� c) � a = �(b� a) � c = �(c� b) � a = �(a� c) � b¨ ¤¢®©®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥:a� (b� c) = b(a � c)� c(a � b): (2:6)� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¢¥ª²®°  a; b 2 �3. �£° ¨·¨¢ ¿±¼ ±«³· ¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ -®£® ¡ §¨± , ¯®«³·¨¬ ´®°¬³«³ ª®¬¯®¥²®© § ¯¨±¨ ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿½²¨µ ¢¥ª²®°®¢.�³±²¼ is { ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±;a = amim; b = bkik:�®£¤  a� b = ambkim � ik = ambkdmk:�«¿  µ®¦¤¥¨¿ ª®¬¯®¥² ¥¨§¢¥±²®£® ¢¥ª²®°  dmk ±®±² ¢¨¬ ¨µ ¢»° ¦¥-¨¿ ·¥°¥§ ±ª «¿°»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿dmk � is = (im � ik) � is def= dmks: (2:7)�®«³·¥»¥ ¢¥«¨·¨» dmks  §»¢ ¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨ �¥¢¨-�¨¢¨² . �®£« ±® ±¢®©-±²¢ ¬ ±¬¥¸ ®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (²°®©ª  i1, i2, i3 ±·¨² ¥²±¿ ¯° ¢®©) ¨¬¥¥¬d123 = d231 = d312 = 1; d213 = d321 = d132 = �1;®±² «¼»¥ ª®¬¯®¥²» ° ¢» ³«¾.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨±ª®¬ ¿ ´®°¬³«  ¤«¿ ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤:a� b = ambkdmksis: (2:6)�²® ª ± ¥²±¿ ±¢®©±²¢ ±¨¬¢®«®¢ �¥¢¨-�¨¢¨² , ²® ®·¥¢¨¤  ¨µ  ²¨±¨¬¬¥²°¨¿¯® «¾¡®© ¯ °¥ ¨¤¥ª±®¢ (¯¥°¥±² ®¢ª  ¤¢³µ ¨¤¥ª±®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª ¨§¬¥¥¨¾§ ª ) ¨ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ª°³£®¢®© ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¨¤¥ª±®¢.�¹¥ ®¤® ±¢®©±²¢®, ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ³¯° ¦¥¨©, ±´®°¬³«¨°³¥¬ ¡¥§¤®ª § ²¥«¼±²¢  (¢»¢®¤ ¥£® ¡³¤¥² ¤  ¨¦¥ ¢ ¯. 10):dijkdmns = ������� �im �in �is�jm �jn �js�km �kn �ks ������� : (2:9)8



8. �±µ®¤¿ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿a� (b� c) = b(a � c)� c(a � b);¯°¥®¡° §®¢ ²¼: (a� b)� c:9. �±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¥ (2.9), ¯°¥®¡° §®¢ ²¼:a) dijkdmnk ;¡) dijkdmjk;¢) dijkdijk.10. �¥°» «¨ ±®®²®¸¥¨¿: ) AijAij = A2ij;¡) AijBj = AjiBi;¢) �2jk = �jk;£) dmnkdijk = dijkdmnk .11. �»·¨±«¨²¼: ) dijk�jk;¡) dijkdmkj�mi;¢) dijk�mk�jm;£) aiajdijk;¤) dijkjdijkj.12. �°®¢¥°¨²¼ ´®°¬³«³ (2.9) ¤«¿ dijkdmns.13. � ¯¨± ²¼ ¢»° ¦¥¨¥ (a� b) � c ¢ ¨¤¥ª±®¬ ¢¨¤¥.14. �®ª § ²¼: a� (b� c) = b(a � c)� c(a � b):15. �°¥®¡° §®¢ ²¼ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±¨¬¢®«®¢ �¥¢¨- �¨¢¨² (a� b)� c:16. � ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±¨¬¢®«®¢ �¥¢¨-�¨¢¨²  ¤®ª § ²¼, ·²® ) a� a = 0 ;¡) (a� b) � a = 0.17. �®ª § ²¼ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ´®°¬³«,   § ²¥¬ ¤®ª § ²¼ ®¤³ ¨§ ¨µ:1) dijkaimajnaks = dmnsdetA;2) detA = 16dijkdmnsaimajnaks; £¤¥ A = kaksk.18. �°¥®¡° §®¢ ²¼: (a� b) � (c� d):9



19. �®ª § ²¼: a � (b� c)r = (a � r)b� c+ (b � r)c� a+ (c � r)a� b:x3. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¢¥ª²®°»µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢  �n ¨ �m ° §¬¥°®±²¨ n¨ m ±®®²¢¥²±²¢¥®. �«¥¬¥²» ¯°®±²° ±²¢  �n ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ a, b, c, d, ... ,  ½«¥¬¥²» ¯°®±²° ±²¢  �m { p, q, r, s, ... .� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¬®¦¥±²¢® ³¯®°¿¤®·¥»µ ¯ ° ½«¥¬¥²®¢ ¨§ ° §»µ ¯°®-±²° ±²¢ (².¥. ¤¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ �n � �m), § ¯¨±»¢ ¿ ½²¨ ¯ °» ¢ ¢¨¤¥ ap,aq, br ¨ ².¤. �¡° §³¥¬ ¨§ ½²¨µ ¯ ° ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬» ¢¨¤ ap+ bq + cr;±·¨² ¿ ¯°¨ ½²®¬, ·²® ¯®°¿¤®ª "±« £ ¥¬»µ" ¢ ² ª¨µ ±³¬¬ µ § ·¥¨¿ ¥ ¨¬¥¥².� ¯®«³·¥®¬ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ ®²®¦¤¥±²¢¨¬ ±«¥¤³-¾¹¨¥ ¢¥«¨·¨»: (a+ b)p = ap+ bp;a(p+ q) = ap+ aq;(�a)p = a(�p): (3:1)�°®¬¥ ²®£®, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ° ¢»¬¨ ¤¢¥ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬», ¥±«¨ ± ¯®¬®¹¼¾¢»¯¨± »µ ®¯¥° ¶¨© ¨µ ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ª ®¤®¬³ ¢¨¤³. �²¨¬ ± ¬»¬   ¬®-¦¥±²¢¥ ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ ¢¢¥¤¥® ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.�¥¯¥°¼ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ½²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ «¨¥©»¥ ®¯¥° ¶¨¨ { ±«®¦¥¨¥ ¨ ³¬®¦¥¨¥  ·¨±«®.1. �«®¦¥¨¥.�³¬¬®© ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ S1 = ap+ bq ¨ S2 = cr+dt  §®¢¥¬ ´®°¬ «¼³¾±³¬¬³ ¢¨¤  ap+ bq + cr + dt.�°¨ ½²®¬ ¬®¦® ¯°¨¢®¤¨²¼ ¯®¤®¡»¥ ·«¥», ¯®«¼§³¿±¼ ° ¢¥±²¢ ¬¨ (3.1).� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ S1 = ap, a S2 = at, ²® S1 + S2 = at+ ap = a(t+ p).2. �¬®¦¥¨¥   ·¨±«®.�¥§³«¼² ²®¬ ³¬®¦¥¨¿ ´®°¬ «¼®© ±³¬¬» S = ap+bq   ·¨±«® � ¿¢«¿¥²±¿´®°¬ «¼ ¿ ±³¬¬  ¢¨¤  (�a)p+ (�b)q (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, a(�p) + b(�q)).�³«¥¢»¬ ½«¥¬¥²®¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´®°¬ «¼³¾ ±³¬¬³, ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¡»²¼¯°¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤³ 0102 (£¤¥ 01, 02 { ³«¥¢»¥ ¢¥ª²®°» ¯°®±²° ±²¢ �n ¨ �m ±®®²-¢¥²±²¢¥®).�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ ± ¢¢¥¤¥»¬¨ ®¯¥-° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ®¡° §³¥² «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® (±¬³¯°.20). �²® «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤¢³µ«¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢ ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ �n 
 �m.�«¥¬¥² ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ¯°®±²° ±²¢ ¢¨¤  ap  §»¢ ¥²±¿ ²¥-§®°»¬ (¨«¨ ¤¨ ¤»¬) ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢¥ª²®°  a   ¢¥ª²®° p (¨«¨ ¯°®±²® ¤¨ ¤®©).10



�¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ®¡« ¤ ¥² ®¡»·»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ®²®±¨²¥«¼®±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«®:(�a+ �b)p = �(ap) + �(bp);a(�p+ �q) = �(ap) + �(aq); (3:2)® ¥ª®¬¬³² ²¨¢®: ap 6= pa, ¤ ¦¥ ¥±«¨ ¢¥ª²®°» a ¨ p ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³¢¥ª²®°®¬³ ¯°®±²° ±²¢³.�°®¬¥ ²®£®, «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ (±¬ ³¯°.21), ·²® 01p = 0, a02 = 0, £¤¥ 0 = 0102{ ³«¥¢®© ½«¥¬¥² «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ .�¢¥¤¥¬ ¢ �n 
 �m ®¯¥° ¶¨¾ ±ª «¿°®£® ³¬®¦¥¨¿, ®¡®§ · ¿ ¥¥ ²®·ª®© ¢ª°³¦®·ª¥ �. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±ª «¿°®¥ ³¬®¦¥¨¥ ³¤®¢«¥-²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢³ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨. � ·¥¬ ± ¤¨ ¤:(ap)� (bq) def= (a � b)(p � q): (3:2)�°®¢¥°¨¬ ±¢®©±²¢  ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.1. �®¬¬³² ²¨¢®±²¼:(bq)� (ap) = (b � a)(q � p) = (a � b)(p � q) = (ap)� (bq):2. �¨±²°¨¡³²¨¢®±²¼(�(ap) + �(bq))� (cr) = �(ap)� (cr) + �(bq)� (cr)±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿.3. �®«®¦¨²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼:(ap) � (ap) = (a � a)(p � p) � 0:�²® ¢»° ¦¥¨¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ®«¼, «¨¸¼ ª®£¤  ®¤¨ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¤¨ ¤» ®¡-° ¹ ¥²±¿ ¢ ®«¼, ® ²®£¤ , ª ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ¤¨ ¤  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³«¥¢»¬½«¥¬¥²®¬ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ .� ±¨«³ ®£®¢®°¥®£® § ° ¥¥ ±¢®©±²¢  ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨ ±ª «¿°®¥ ³¬®-¦¥¨¥ ±³¬¬ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯® ®¡»·®¬³ ¯° ¢¨«³ ¯¥°¥¬®¦¥¨¿ ¬®£®·«¥®¢("±ª®¡ª    ±ª®¡ª³"):(ap+ bq)� (cr + dt) = ap� cr + bq � cr + ap� dt+ bq � dt:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ �n 
 �m¿¢«¿¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.x4. � §¬¥°®±²¼ ¨ ¡ §¨± ²¥§®°®£®¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢.� ¯.3 ¯®ª § ®, ·²® ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢�n 
 �m ± ¬® ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. � ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ²®¬,ª ª®¢  ¥£® ° §¬¥°®±²¼, ¨ ·²® ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¥£® ¡ §¨±.11



�³±²¼ ik, k = 1, 2, ..., n ¨ js, s = 1, 2, ..., m { ®°²®®°¬¨°®¢ »¥ ¡ §¨±» ¢¯°®±²° ±²¢ µ �n ¨ �m ±®®²¢¥²±²¢¥®.� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¤¨ ¤³ ap 2 �n 
 �m. �°¥¤±² ¢«¿¿ ¢¥ª²®°» a ¨p ¢ ¢¨¤¥ ¨µ ° §«®¦¥¨¿ ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »¬ ¡ §¨± ¬ ¨¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (3.2), ¯®«³·¨¬:ap = akikpsjs = akpsikjs: (4:1)� ª¨¬ ®¡° §®¬, «¾¡ ¿ ¤¨ ¤  (  § ·¨², ¨ «¾¡ ¿ ´®°¬ «¼ ¿ ±³¬¬ , ².¥. «¾¡®©½«¥¬¥² �n 
 �m) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¤¨ ¤¢¨¤  ikjs. �®«¨·¥±²¢® ² ª¨µ ¤¨ ¤ { nm, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,dim(�n 
 �m) � nm:�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ «¨¥©³¾ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨ ¤ ¢¨¤  ikjs. �«¿ ½²®£® ° ±±¬®²-°¨¬ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥(ikjs)� (ipjq) = (ik � ip)(js � jq) = �kp�sq:�®«³·¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¥ ° ¢® ³«¾, ²®«¼ª® ¥±«¨ s = p,   k = q, ²® ¥±²¼«¨¸¼ ¯°¨ ¯¥°¥¬®¦¥¨¨ ¤¢³µ ®¤¨ ª®¢»µ ½«¥¬¥²®¢ (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ °¥§³«¼² ²³¬®¦¥¨¿ { ¥¤¨¨¶ ). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½«¥¬¥²» ¢¨¤  ikjs ®¡° §³¾² ®°²®®°¬¨-°®¢ ³¾ ±¨±²¥¬³ ¢ �n 
 �m,   § ·¨², ®¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �²±¾¤  ±° §³±«¥¤³¥², ·²® dim(�n 
 �m) � nm,   ± ³·¥²®¬ ¯°¥¤»¤³¹¥£® °¥§³«¼² ² dim(�n 
 �m) = nm:� ¡®° ¤¨ ¤ ¢¨¤  ikjs ®¡° §³¥² ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¢ �n 
 �m.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ep ¨ f t { ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¡ §¨±» ¢ �n ¨ �m ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®£¤ ª ¦¤»© ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨±®¢ ik ¨ js ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¢ ¢¨¤¥ ik = Dkpep; js = Cstf t;  ¤¨ ¤  ikjs ° §« £ ¥²±¿ ¯® ¤¨ ¤ ¬ epf t:ikjs = DkpCstepf t:�§ ½²®£® ° §«®¦¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨±  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ �n 
 �m¬®¦® ¡° ²¼ ¤¨ ¤» ¢¨¤  epf t ¨«¨ epf t, ¨«¨ epf t, ¨«¨ epf t (·¥°¥§ ¨µ ¢»° ¦ ¥²±¿«¾¡®© ½«¥¬¥² ¯°®±²° ±²¢  �n 
 �m, ¨µ ·¨±«® nm, ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢ nm { § ·¨², ½²® ¡ §¨±).x5. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ²°¥µ¨ ¡®«¥¥ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢.� ±±¬®²°¨¬ ²°¨ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢  �n, �m, �k. �¥ª²®°» ½²¨µ ¯°®-±²° ±²¢ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ a1, a2, ..., b1, b2, ... ¨ c1, c2,... ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ª12



¨ ¢ ±«³· ¥ ¤¢³µ ¯°®±²° ±²¢, ° ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® ³¯®°¿¤®·¥»µ ²°®¥ª ¢¨¤ a1b1c1, a1b2c1, ¨ ².¤.,   § ²¥¬ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬» ¢¨¤  a1b2c1 + a3b10c4 ¨ ².¯.�²®¦¤¥±²¢¨¬ ¢® ¬®¦¥±²¢¥ ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ ¢¥«¨·¨»(a1 + a2)b1c1 = a1b1c1 + a2b1c1;a1(b1 + b2)c1 = a1b1c1 + a1b2c1;a1b1(c1 + c2) = a1b1c1 + a1b1c2;(�a1)b1c1 = a1(�b1)c1 = a1b1(�c1): (5:1)�¨¥©»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¢¢®¤¿²±¿   «®£¨·® ±«³· ¾ ¤¢³µ ¯°®±²° ±²¢. �®«³·¨¢-¸¥¥±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¥¢ª«¨-¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ �n, �m ¨ �k ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ �n 
 �m 
 �k.�®§¨ª ¥² ¥±²¥±²¢¥»© ¢®¯°®±: ¬®¦® «¨ ¡»«® ± · «  ¯®±²°®¨²¼ ¯°®±²° -±²¢® �n
�m,   § ²¥¬  ©²¨ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯®«³·¥®£® ¯°®±²° ±²¢  ¨¯°®±²° ±²¢  �n: (�n 
�m)
 �k. �ª §»¢ ¥²±¿, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯®«³·¥®¥² ª¨¬ ®¡° §®¬ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® (  ² ª¦¥ ¯°®±²° ±²¢® �n 
 (�m 
 �k))¡³¤¥² ¨§®¬®°´® ¯°®±²° ±²¢³ �n 
�m 
�k . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®°¿¤®ª ¢»¯®«¥-¨¿ ®¯¥° ¶¨© ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¥ ±³¹¥±²¢¥¥. �²±¾¤  ±«¥¤³¥² ±¢®©±²¢® ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨ ¢¨¤ : (ab)c = a(bc) = abc: (5:2)�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ �n 
 �m 
 �k ¢¢®¤¨²±¿   «®£¨·® ±«³· ¾ ¤¢³µ¯°®±²° ±²¢: (a1b1c1)� (a2b2c2) def= (a1 � a2)(b1 � b2)(c1 � c2): (5:3)� §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  �n 
 �m 
 �k ° ¢  nmk.� §¨±®¬ ¢ �n
�m
�k ¡³¤¥² ±¨±²¥¬  ½«¥¬¥²®¢ ¢¨¤  erf sht, £¤¥ er, f s, ht {¡ §¨±» ¢ �n, �m, �k ±®®²¢¥²±²¢¥®.�¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ ±²°®¨²±¿  «®£¨·»¬ ®¡° §®¬. x6. �¢ª«¨¤®¢» ²¥§®°».�°¥®¡° §®¢ ¨¥ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨± .� ±±¬®²°¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬p ¨¤¥²¨·»µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ �n. �¡®§ ·¨¬ ½²® ¯°®±²° ±²¢® ·¥°¥§�p: �p = �n 
 �n 
 : : :
 �n| {z }p : (6:1)�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¢ª«¨¤®¢»¬ ²¥§®°®¬ ° £  p  §»¢ ¥²±¿ ½«¥¬¥² ¥¢ª«¨¤®¢ ¯°®±²° ±²¢ , ¯®«³·¥®£® ²¥§®°»¬ ³¬®¦¥¨¥¬ p ¨¤¥²¨·»µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ¯°®±²° ±²¢.�¥§®°» «¾¡®£® ° £  ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼, ª ª ¯° ¢¨«®, ¡®«¼¸¨¬¨ « ²¨±ª¨¬¨¡³ª¢ ¬¨ ¨ ¢»¤¥«¿²¼ ¦¨°»¬ ¸°¨´²®¬: X 2 �p (X { ²¥§®° ° £  p).13



�±¯®«¼§³¿ ¢¢¥¤¥³¾ ²¥°¬¨®«®£¨¾, ¢¥ª²®° ¬®¦®  §»¢ ²¼ ²¥§®°®¬ ¯¥°-¢®£® ° £ . �®£¤  ¡»¢ ¥² ³¤®¡»¬ ±·¨² ²¼ ·¨±«  ²¥§®° ¬¨ ³«¥¢®£® ° £  (®±-®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ½²®£®, ª°®¬¥ ¯°®±²®© ¨¤³ª¶¨¨, ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® R
R = R,R
 �n = �n, £¤¥ R { ¬®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ®¤®¬¥°»¬¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬).� §¨± ¯°®±²° ±²¢  ²¥§®°®¢ ° £  p, ®¡° §®¢ »© ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ ²¥-§®°»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ¢¥ª²®°®¢ ¨§ ®±®¢®£® ¡ §¨±  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¨ ¢§ ¨¬®£® ª ¥¬³,  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬ (¨«¨ ¯°®±²»¬ ¯®«¨¡ §¨±®¬).�±«¨ ¦¥ ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨ ²¥§®°»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ³· ±²¢³¾² ¢¥ª²®°» ¨§ ° §-«¨·»µ ¡ §¨±®¢ ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢ , ²® ² ª®© ¡ §¨±  §»¢ ¥²±¿ ±«®¦»¬. � · ±²®±²¨, ¤«¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ±³¹¥±²¢³¥² ·¥²»°¥ ²¨¯  ¯°®±²»µ¡ §¨±®¢: esek; esek; esek; esek:�³±²¼ T { ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ . �®£¤  ¥£® ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±«¥¤³-¾¹¨µ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨©:T = tskesek = tskesek = ts:kesek = t:sk ekes: (6:2)�®½´´¨¶¨¥²» ½²¨µ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨©  §»¢ ¾²±¿ ª®¬¯®¥² ¬¨ ²¥§®° :tsk { ª®¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²»;tsk { ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²»;t:sk , ts:k { ±¬¥¸ »¥ ª®¬¯®¥²».� «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª®¬¯®¥²» ¥¢ª«¨¤®¢»µ ²¥§®°®¢ «¾¡®£® ° £ .� ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ²¥§®°  ²°¥²¼¥£® ° £  X ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿X = Xmntemenet = Xmntemenet = Xnm:temenet ¨ ². ¤ :� §«¨·»¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¢ ¯°®±²®¬ ¡ §¨±¥   ®±®¢ ¨¨ (1.2) ¢»° ¦ -¾²±¿ ¤°³£ ·¥°¥§ ¤°³£  ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢. � ¯°¨¬¥°,X = Xmntemenet = Xkspekesep = Xkspgkmemgsnengptet:�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬ Xmnt = Xkspgkmgsngpt:� ²°¨¶³ kgkmk, ¢ ±¢¿§¨ ± ½²¨¬,  §»¢ ¾² ®¯¥° ²®°®¬ ¯®¤¿²¨¿ ¨¤¥ª± .�¯³±ª ¨¥ ¨¤¥ª±  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ®¡° ²®© ¬ ²°¨¶»:Xmnt = Xkspgkmgsngpt:�¥ ±«¥¤³¥² ®²®¦¤¥±²¢«¿²¼ ²¥§®° ± ¥£® ª®¬¯®¥² ¬¨. �¥§®° ¥±²¼ ¨¢ °¨- ²»© ®¡º¥ª², ¥ ±¢¿§ »© ± ¢»¡®°®¬ ¡ §¨± , ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¥£® ª®¬¯®¥²»§ ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± .�«¿ ¢»¿±¥¨¿ µ ° ª²¥°  ½²®© § ¢¨±¨¬®±²¨, ª ª ¨ ¢ ¯.2, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢ ¢¥ª²®°»µ ¡ §¨±  ek ¨ em0, ±¢¿§ »µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¬ ²°¨¶¥© Akm0 ¨ ®¡° ²®© ª¥©: em0 = Akm0ek; ek = Am0k em0 :14



�³±²¼ X { ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ . �®£¤ X = Xks:::tekes : : :et; ¨«¨ X = Xk0s0:::t0ek0es0 : : :et0:�»° ¦ ¿ ¢® ¢²®°®¬ ° ¢¥±²¢¥ ¢¥ª²®°» ek0 , es0 ¨ ².¤. ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ek, es, ...,¯®«³·¨¬ X = Xk0s0:::t0Akk0ekAss0es : : : Att0et = Xk0s0:::t0Akk0Ass0 : : :Att0ekeset:�²±¾¤   µ®¤¨¬ Xks:::t = Xk0s0:::t0Akk0Ass0 : : : Att0: (6:3)� «®£¨·® ¢»¢®¤¿²±¿ ´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ �®¢ °¨ ²»µ ¨ ±¬¥¸ »µª®¬¯®¥² ²¥§®° . x7. �¥©±²¢¨¿ ± ²¥§®° ¬¨.1) �¨¥©»¥ ®¯¥° ¶¨¨.� ª ª ª �p { ¯°®±²° ±²¢® ²¥§®°®¢ ° £  p { ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° -±²¢®¬, ²® ¢ ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥» ¤¥©±²¢¨¿ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«®:�X + �Y = (�Xmn:::k + �Y mn:::k)emen : : :ek: (7:1)�±«¨ ²¥§®°» ¯°¥¤±² ¢«¥» ±¢®¨¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢ ®¤®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¡ §¨±¥,²® «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ²¥§®°®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²  ¦¥ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¨µª®¬¯®¥².2) �¥§®°®¥ ³¬®¦¥¨¥.� ®²«¨·¨¥ ®² «¨¥©»µ ®¯¥° ¶¨©, ½²® ¤¥©±²¢¨¥ ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ± ¯°®¨§¢®«¼»¬¨²¥§®° ¬¨, ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¨¬¥¾¹¨¬¨ ®¤¨ ª®¢»© ° £.�±«¨ X { ²¥§®° ° £  p,   Y { ²¥§®° ° £  q, ²® °¥§³«¼² ²®¬ ¡³¤¥² ²¥§®°° £  p + q, ®¡®§ · ¥¬»© XY:X 2 �p; X = Xm:::sem : : :es;Y 2 �p; Y = Y k:::rek : : :er;XY 2 �p+q; XY = Xm:::sY k:::rem : : :esek : : :er: (7:2)�¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¨±«  ²¥§®°®¢ ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨.�«¿ ²®£® ·²®¡» ¯¥°¥©²¨ ª ¤°³£¨¬ ¤¥©±²¢¨¿¬ ± ²¥§®° ¬¨,  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿±«¥¤³¾¹¥¥�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°», ¯°¥¤±² ¢¨¬»¥ ¢ ¢¨¤¥ abc : : :h,  §»¢ ¾²±¿ ° §«®¦¨-¬»¬¨.�¥ ª ¦¤»© ²¥§®° ¿¢«¿¥²±¿ ° §«®¦¨¬»¬ (±¬. ³¯°.22), ® «¾¡®© ²¥§®° ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ° §«®¦¨¬»µ.3) �¥°¥±² ®¢ª  (i; j). 15



�¥°¥±² ®¢ª®© T(i; j)  §»¢ ¥²±¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¨§ �p ¢�p (².¥. ¥ ¬¥¿¾¹ ¿ ° £ ²¥§®° ) ¨ ±®±²®¿¹ ¿ ¤«¿ ° §«®¦¨¬»µ ²¥§®°®¢ ¢®¢§ ¨¬®© ¯¥°¥±² ®¢ª¥ ¢¥ª²®°®¢, ±²®¿¹¨µ   i-¬ ¨ j-¬ ¬¥±² µ:(a1a2 : : :ai : : :aj : : :ap)T(i;j) = a1a2 : : :aj : : :ai : : :ap: (7:3)� ¯°¨¬¥°, (abcd)T(1;4) = dbca.�  ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²¥§®°» ®¯¥° ¶¨¿ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¯® «¨¥©-®±²¨,  ¯°¨¬¥°: X 2 �3;XT(1;2) = (Xmntemenet)T(1;2) = Xmnt(emenet)T(1;2) = Xmntenemet:�«¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¢®§¬®¦  ²®«¼ª® ®¤  ¯¥°¥±² ®¢ª  { T(1,2), ®¡®-§ · ¥¬ ¿ ¯°®±²® ¡³ª¢®© T: (ab)T = ba:�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  X ¨¬¥¥¬:X = Xmnemen;XT = (Xmnemen)T = Xmnenem = �������������� ¬¥¿¥¬ ¥¬®© ¨¤¥ª±m   n,   ¥¬®©¨¤¥ª± n {   m �������������� = Xnmemen:�§ ¯®«³·¥®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¤«¿ XT ¢¨¤®, ·²® ¬ ²°¨¶  ª®¬¯®¥² ²¥§®°  XT¢ ¯°®±²®¬ ¡ §¨±¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²° ±¯®¨°®¢ ®© ¬ ²°¨¶¥© ª®¬¯®¥² ²¥§®°  X ¢²®¬ ¦¥ ¡ §¨±¥. �¬¥® ¯®½²®¬³ ®¯¥° ¶¨¿ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  §»¢ ¥²±¿ ¥¹¥ ²° ±¯®¨°®¢ ¨¥¬.4) �¢¥°²»¢ ¨¥ (i; j).�¢¥°²»¢ ¨¥¬ tr (i;j)  §»¢ ¥²±¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¨§ �p ¢�p�2 (¯®¨¦ ¾¹ ¿ ° £ ²¥§®°    2) ¨ ±®±²®¿¹ ¿ ¤«¿ ° §«®¦¨¬»µ ²¥§®°®¢ ¢±ª «¿°®¬ ¯¥°¥¬®¦¥¨¨ ¢¥ª²®° , § ¨¬ ¾¹¥£® i-¥ ¬¥±²®,   ¢¥ª²®°, § ¨¬ ¾-¹¨© j-¥ ¬¥±²®: tr (i;j)(a1 : : :ai�1aiai+1 : : :aj�1ajaj+1 : : :ap) == (ai � aj)a1 : : :ai�1ai+1 : : :aj�1aj+1 : : :ap: (7:4)� ¯°¨¬¥°, tr (1;3)(abcd) = (a � c)bd.�  ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²¥§®°» ®¯¥° ¶¨¿ ±¢¥°²»¢ ¨¿ ¯¥°¥®±¨²±¿ ¯® «¨¥©®±²¨, ¯°¨¬¥°: X 2 �3;tr (1;3)X = tr (1;3)(Xmnkemenek) = Xmnk tr (1;3)(emenek) == Xmnk(em � ek)en = Xmnkgmken:�«¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ®¤® ±¢¥°²»¢ ¨¥ { tr (1;2), ®¡®§ -· ¥¬®¥ ¯°®±²® tr : tr (ab) = a � b:�ª «¿° trX  §»¢ ¥²±¿ ±«¥¤®¬ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  X.16



�±«¨ ²¥§®° § ¯¨±  ¢ ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² µ, ²®trX = Xm:k em � ek = Xm:k �km = X1:1 +X2:2 + : : :+Xn:n(n { ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  �n). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«¥¤ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ±«¥¤®¬ ¬ ²°¨¶» ¥£® ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥².�«¿ ¬ ²°¨¶ ª®- ¨«¨ ª®²° ¢ °¨ ²»µ ª®¬¯®¥² ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥,¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¢¥°®:tr (Xmkemek) = Xmkgmk 6= X11 +X22 + : : :+Xnn:5) �°®±²®¥ ³¬®¦¥¨¥.�°®±²»¬ ³¬®¦¥¨¥¬ ²¥§®°  X ° £  p   ²¥§®° Y ° £  q  §»¢ ¥²±¿®¯¥° ¶¨¿, ±®±²®¿¹ ¿ ¢ ±¢¥°²»¢ ¨¨ (p; p + 1) ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ XY ¨®¡®§ · ¥¬ ¿ X �Y: X �Y = tr (p;p+1)(XY): (7:5)�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°®±²®¥ ³¬®¦¥¨¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ±ª «¿°®¬³ ¯¥°¥¬®¦¥¨¾¯®±«¥¤¨µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  X   ¯¥°¢»¥ ¢¥ª²®°» ¢ ° §«®¦¥¨¨²¥§®°  Y. �«¿ ° §«®¦¨¬»µ ²¥§®°®¢:(a1 : : :ap�1ap) � (b1b2 : : : bq) = (ap � b1)a1 : : :ap�1b2 : : :bq:�«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ²¥§®°®¢:X �Y = X i:::mkei : : :emek � Yst:::reset : : :er == X i:::mkYst:::r�skei : : :emet : : :en = X i:::mkYkt:::rei : : :emet : : :en:� °¥§³«¼² ²¥ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿ ²¥§®°  ° £  p   ²¥§®° ° £  q ¯®«³· -¥²±¿ ²¥§®° ° £  p+ q� 2. � · ±²®±²¨, °¥§³«¼² ²®¬ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿ ¤¢³µ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¡³¤¥² ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ .6) �®±®¥ ³¬®¦¥¨¥.�²® ¤¥©±²¢¨¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« ²®«¼ª® ¤«¿ ²¥§®°®¢, ¯®±²°®¥»µ   ®±®¢¥ ²°¥µ-¬¥°®£® ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢  �3. � ª ³¦¥ ³¯®¬¨ «®±¼, ¢ �3 ®¯°¥¤¥«¥® ¢¥ª-²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ a� b.�³±²¼ X 2 �p, Y 2 �q. �¯¥° ¶¨¿ ª®±®£® ³¬®¦¥¨¿, ®¡®§ · ¥¬ ¿ X � Y,¯°¨¢®¤¨² ª ²¥§®°³ ° £  p+q�1 ¨ ±®±²®¨² ¢ ¢¥ª²®°®¬ ¯¥°¥¬®¦¥¨¨ ¯®±«¥¤¨µ¢¥ª²®°®¢ ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  X   ¯¥°¢»¥ ¢¥ª²®°» ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  Y:X�Y = X ij:::meiej : : :em � Ykl:::sekel : : :es == X ij:::mYkl:::seiej : : : (em � ek)el : : :es: (7:6)�·¥¢¨¤®, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ¶¨¿ ª®±®£® ³¬®¦¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¥²± ¢¥ª²®°»¬ ³¬®¦¥¨¥¬.�«¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¢¥ª²®°®£® ³¬®¦¥¨¿ ±²°®¨²-±¿ ¥¹¥ ®¤  ®¯¥° ¶¨¿ { ¢¥ª²®°»© ¨¢ °¨ ². �²® ³ ° ¿ (².¥. ¨¬¥¾¹ ¿ ®¤¨ °£³¬¥²) ®¯¥° ¶¨¿, ¯°¨¬¥¨²¥«¼® ª ²¥§®°³ T ®¡®§ · ¥¬ ¿ ª ª T�, ®¯°¥¤¥-«¿¥²±¿ ¤«¿ ° §«®¦¨¬»µ ²¥§®°®¢ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬(ab)� = a� b;17



¨ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿   ¯°®¨§¢®«¼»¥ ²¥§®°» ¯® «¨¥©®±²¨:(Xmnemen)� = Xmnem � en7) �®«®¥ ³¬®¦¥¨¥.�³±²¼ X 2 �p, Y 2 �q, ¯°¨·¥¬ p � q.�¯¥° ¶¨¾ ¯®«®£® ³¬®¦¥¨¿, ®¡®§ · ¥¬³¾ X � Y, ®¯°¥¤¥«¨¬ ± · «  ¤«¿° §«®¦¨¬»µ ²¥§®°®¢ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¯°¨ ¯®«®¬ ³¬®¦¥¨¨ (° §«®¦¨¬®-£®) ²¥§®° X   ²¥§®°Y ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ±ª «¿°®¥ ³¬®¦¥¨¥ ¯®±«¥¤¥£® ¢¥ª²®-°  ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  X   ¯®±«¥¤¨© ¢¥ª²®° ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  Y, § ²¥¬±ª «¿°®¥ ³¬®¦¥¨¥ ¯°¥¤¯®±«¥¤¨µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ° §«®¦¥¨¿µ ½²¨µ ²¥§®°®¢ ¨².¤., ¯®ª  ¥ ¡³¤³² ¨±·¥°¯ » ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¢ ° §«®¦¥¨¨ ²¥§®°  Y:(abcd)� (uvw) = (d �w)(c � v)(b � u)a: (7:7)�«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ²¥§®°®¢ ¯®«®¥ ³¬®¦¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³"¬®£®·«¥   ¬®£®·«¥". �¥§³«¼² ²®¬ ¯®«®£® ³¬®¦¥¨¿ ²¥§®°  ° £  p  ²¥§®° ° £  q ¿¢«¿¥²±¿ ²¥§®° ° £  p� q.�±«¨ X ¨ Y { ²¥§®°» ®¤¨ ª®¢®£® ° £ , ²® ¯®«®¥ ³¬®¦¥¨¥ X �Y ±®¢-¯ ¤ ¥² ± ¢¢¥¤¥»¬ ° ¥¥ ±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ �p.�¯° ¦¥¨¿.20. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ®¯¨± ®¥ ¢ ¯³ª²¥ 3 ¬®¦¥±²¢® ´®°¬ «¼»µ ±³¬¬ ± ¢¢¥-¤¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬¯°®±²° ±²¢®¬.21. �®ª § ²¼, ·²® a02 = 01p = 0102.22. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ²¥§®° , ¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ° §«®¦¨¬»¬.23. � ® a = i1 + i3; b = 2i1 � i2;X = i1i1 + i1i2 + 4i3i1 � 2i3i2;Y = i1i1 + 2i3i1 � i3i2.�»·¨±«¨²¼: ) P = ab+X � 3( trX)Y+ tr [ tr (2;3)(XY)]bb;¡) P = a �Xb+ aX � b;¢) P = a � (X�Y) + (X�Y) � b.24. � ¯¨± ²¼ ¢ ¨¤¥ª±®¬ ¢¨¤¥ (¯°¥¤¢ °¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¨¢ ° £ ¢µ®¤¿¹¨µ ¢¢»° ¦¥¨¥ ²¥§®°®¢):a) tr (AT �B � a);¡) tr [(a �Ab) �B]. 18



25. �®ª § ²¼ ±®®²®¸¥¨¿:a) (X �Y)T = YT �XT;¡) trX = trXT;¢) a �X = XT � a;£) tr (X �Y) = tr (Y �X) = tr (XT �YT) = tr (YT �XT);¤) X� a = X � a;¥) X�Y = tr (X �YT); X; Y 2 �2;¦) P� a = �(a�PT)T;§) tr (P � a) = tr (a�P);¨) tr [b� (a�P)] = b �P � a� a � b trP.26. �¯°®±²¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ tr (a�P� b); P 2 �2.27. �¥¸¨²¼ ³° ¢¥¨¥: ) tr (A �X)B+ �X = �C;¡) X+ �( trX)B = A;¢) 2X + (A �X)B+ (B�X)A = C, £¤¥ A;B;C;X 2 Tp£) XT + �( trX)B = A;¤) tr (A �X)AT + tr (B �X)BT +X = C.28. �°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ³° ¢¥¨¥�X + ( trX)A = 0¨¬¥¥² ¥³«¥¢»¥ °¥¸¥¨¿? � ©²¨ ½²¨ °¥¸¥¨¿.29. � ® A = 2i1i1 + i2i2 � i3i1 + i3i2;B = 3i1i1 + 5i2i2.�»·¨±«¨²¼  ) (A�B)�B;¡) (B�A)�B.30. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ²¥§®°®¢ A ¨ B(A�B)�B = 0:31. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® (a�P)� = P � a� a trP. x8. �¥®°¥¬  ® «¨¥©®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨.� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ²¥§®° L ° £  p + q: L 2 �p+q. �¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾l(X), ®¯°¥¤¥«¥³¾   ²¥§®° µ ° £  q, ¢¨¤ l(X) = L�X: (8:1)19



�·¥¢¨¤®, ·²® l:�q!�p { «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ².¥.l(�X+ �Y) = �l(X) + �l(Y); �; � � ·¨±« �ª §»¢ ¥²±¿, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬ . �±¿ª ¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ®²®¡° ¦ ¾¹ ¿ ²¥§®°» ° £  q ¢ ²¥§®-°» ° £  p, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ ¯®«®£® ³¬®¦¥¨¿   ¥ª®²®°»©²¥§®° L ° £  p + q, ¯°¨·¥¬ ² ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¥¤¨±²¢¥®.�®ª § ²¥«¼±²¢®.�°®±²° ±²¢®�q ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ° §¬¥°®±-²¨ nq. � §¨± ½²®£® ¯°®±²° ±²¢  ¢¨¤  emen : : :es ®¡®§ ·¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:e1e1 : : :e1 = F1;e1e1 : : :e2 = F2;� � � � � �e2e1 : : :e1 = Fn+1;e2e1 : : :e2 = Fn+2;� � � � � �enen : : :en = Fnq :�¢¥¤¥»© ¡ §¨± F�(� = 1; 2; : : : ; nq) ¯°®±²° ±²¢  �q ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ®±®¢-»¬. �®±²°®¨¬ ¢§ ¨¬»© ª ¥¬³ ¡ §¨± F
:F� � F
 = �
� :� ª ¯®ª § ® ¢ ¯.1, ½²®² ¡ §¨± ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª ª®¢»¬ ¿¢«¿¥²-±¿ �q, ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥², ¯°¨·¥¬ ¥¤¨±²¢¥»©. �¤¥±¼ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ² ª¦¥²®² ´ ª², ·²® ¤«¿ ²¥§®°®¢ ®¤¨ ª®¢®£® ° £  ¯®«®¥ ³¬®¦¥¨¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ±®±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ²¥§®°®¢, ª ª ½«¥¬¥²®¢ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ .�¾¡®© ²¥§®° X 2 �q ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¯® ½«¥¬¥² ¬ ®±®¢®£® ¡ §¨± X = X�F�:�±«¨ ´³ª¶¨¿ l(X) «¨¥© , ²® l(X) = X�l(F�). �®ª ¦¥¬, ·²® ²¥§®° L ¢¨¤ L = l(F
)F
 (8:2)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬».�¥©±²¢¨²¥«¼®, L�X = l(F
)F
 �X�F� == X�l(F
)�
� = X�l(F�) = l(X):�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ²¥§®°  L ¤®ª § ®.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¤®¯³±²¨¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¤¢³µ ° §«¨·»µ²¥§®°®¢ L1 ¨ L2, ®±³¹¥±²¢«¿¾¹¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ´³ª¶¨¨ l(X). �®£¤ l(X) = L1 �X;l(X) = L2 �X:20



�»·¨² ¿ ¨§ ¯¥°¢®£® ° ¢¥±²¢  ¢²®°®¥, ¯®«³·¨¬, ·²®(L1 �L2)�X = 0;¯°¨·¥¬ ½²® ° ¢¥±²¢® ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ¤«¿ ¢±¥µ ²¥§®°®¢ X ° £  q. �²±¾¤ ±«¥¤³¥² (±¬. ³¯° ¦¥¨¥ 33), ·²® L1 = L2:�®ª § ²¥«¼±²¢® § ¢¥°¸¥®.�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ³° ¢¥¨¾ (8.1) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ² ª¦¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥L = l(F
)F
. �§ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ²¥§®°  L ¢»²¥ª ¥² ° ¢¥±²¢®L = l(F
)F
 = L = l(F
)F
x9. �¤¨¨·»© ²¥§®°.� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ l, ®¯¨-±»¢ ¾¹³¾ ²®¦¤¥±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  �n   ±¥¡¿: l(x) = x ¤«¿¢±¥µ x ¨§ �n.�® ¤®ª § ®© ¢ ¯.8 ²¥®°¥¬¥ ¥© ®²¢¥· ¥² ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  L, ² ª®© ·²®L� x = x. �²®² ²¥§®° ¨¬¥¥² ¢¨¤L = l(ek)ek = ekek:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¢²®°®£® ° £ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ²®¦¤¥±²¢¥®¬³ ¯°¥®¡-° §®¢ ¨¾ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,  §»¢ ¥²±¿ ¥¤¨¨·»¬ ²¥-§®°®¬ ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ¡³ª¢®© E: E = ekek:�«¿ ²¥§®°  E ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨ ¤°³£¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿:E = ekek = gmkemek = gmkemek = emem = ikik: (9:1)(ik { ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±). � ²°¨¶  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ¥¤¨¨·®£®²¥§®°  E ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨¨·®©.� ±¨«³ ° ¢¥±²¢  X � a = X � a (�¯°.25) ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x ±¯° ¢¥¤«¨¢®±®®²®¸¥¨¥ E � x = x.�»·¨±«¨¬ ²¥¯¥°¼ x �E:x �E = xses � ekek = xs�skek = xkek = x:�®¢¥°¸¥®   «®£¨·® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²®X �E = E �X = X¤«¿ «¾¡®£® ²¥§®°  X ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ .21



�¯° ¦¥¨¿.32. �¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ l(X) § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ¯®«®£® ³¬®¦¥¨¿   ²¥§®°: ) l(X) = trX;¡) l(X) = a �X, X 2 �2;¢) l(X) = a �X � b, X 2 �2;£) l(X) = X; X 2 �2;¥) l(X) = XT;¦) l(X) = tr (A �X �B), A;B;X 2 �2;§) l(x) = P� x, £¤¥ P 2 �2;¨) l(X) = a �XT � b+ tr (A �X �B), X; A; B 2 �2;ª) l(x) = 2P � x+ 3x�E; P 2 �2 ;«) l(X) = 3X�, X 2 �2.33. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ° ¢¥±²¢® A �X = 0 (A 2 �p, X 2 �q, p � q) ¢»¯®«¿-¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ X, ²® A = 0 .34. � ©²¨ (a�E � b)� ¨ tr (a�E� b).35. �°¥®¡° §®¢ ²¼: a�E� b.36. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®a� bx�y = (a �xb �y�a �y b �x)E�a �xyb+ b �xya+a �y xb� b �y xa:37. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® (E� a) �P = a�P:38. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® (E� a) = kk � a+ a� kk;¥±«¨ a � k = 0, k � k = 1.39. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®h(PT �P) � ai� (E� b) = (P� � a) � bx10. �¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨² .�¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  { ²¥§®° ²°¥²¼¥£® ° £  { ¢¢®¤¨²±¿ ¤«¿ ²°¥µ¬¥°®£®¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ±®®²®¸¥¨¥¬� = �E�E: (10:1)22



�»·¨±«¿¿,  µ®¤¨¬ � = �ekek � emem = �ek(ek � em)em:�¥ª²®° ek � em ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¯® ¢§ ¨¬®¬³ ¡ §¨±³ek � em = ~�kmpep;~�kmp { ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿.�¬®¦¨¢ ¯®«³·¥®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ±ª «¿°®   es,  ©¤¥¬~�kms = (ek � em) � es:�¬¥¸ ®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ²°¥µ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ § ¯¨¸¥¬ ¢ ¢¨¤¥:(ek � em) � es = pgdksm:�¤¥±¼ pg { ¬®¤³«¼ ®¡º¥¬  ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ e1, e2, e3(±¬»±« ½²®£® ®¡®§ ·¥¨¿ ±² ¥² ¿±»¬ ·³²¼ ¯®§¦¥).�°¥µ¨¤¥ª±»¥ ±¨¬¢®«» dkms  §»¢ ¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨ �¥¢¨-�¨¢¨² . �¨ ° ¢-» ·¨±«³ ", ¥±«¨ ¨¤¥ª±» k, m, s ®¡° §³¾² ·¥²³¾ ¯¥°¥±² ®¢ª³ ·¨±¥« 1, 2,3, ¨ ·¨±«³ -", ¥±«¨ ¨¤¥ª±» ®¡° §³¾² ¥·¥²³¾ ¯¥°¥±² ®¢ª³ ·¨±¥« 1, 2, 3. �±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ·¨±«® " ° ¢® ¥¤¨¨¶¥, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  e1, e2, e3 ®¡° §³¾²¯° ¢³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢, ¨ ¬¨³± ¥¤¨¨¶¥, ¥±«¨ ½²¨ ¢¥ª²®°» ®¡° §³¾² «¥¢³¾²°®©ª³. �¨¬¢®«» �¥¢¨{�¨¢¨² , ³ ª®²®°»µ µ®²¿ ¡» ¤¢  ¨¤¥ª±  ±®¢¯ ¤ ¾², ° ¢»³«¾. �ª § »¥ ±¢®©±²¢  ±¨¬¢®«®¢ �¥¢¨-�¨¢¨²  ¢»²¥ª ¾² ¨§ ±¢®©±²¢ ±¬¥¸ -®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢.�¥«¨·¨» ~�kms, ª ª ¨ ±¨¬¢®«» �¥¢¨-�¨¢¨² , ¥ ¬¥¿¾²±¿ ¯°¨ ª°³£®¢®© ¯¥-°¥±² ®¢ª¥ ¨¤¥ª±®¢ ¨ ¬¥¿¾² § ª ¯°¨ ¯¥°¥±² ®¢ª¥ ¤¢³µ ¨¤¥ª±®¢. �·¨²»¢ ¿½²®, § ¯¨¸¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ²¥§®°  � ¢ ¢¨¤¥� = � ~�kmsekesem = ~�ksmekesem:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥«¨·¨» ~�ksm ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯®¥² ¬¨ ²¥§®°  �¥¢¨-�¨¢¨² � ¢ ¡ §¨±¥ ekemes, ¯®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ²¨«¼¤³ ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼: ~�ksm = �ksm.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  �¥¢¨-�¨¢¨² .�·¨²»¢ ¿ (1.2), ¨¬¥¥¬� = � kmsekemes = �lrtglkgrmgtsekemes == glkgrmgts(el � er) � etekemes = (ek � em) � esekemes:� ª¨¬ ®¡° §®¬, � kms = (ek � em) � es;². ¥. ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  �¥¢¨-�¨¢¨²  ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª-²®°» ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±  ¯® ²®© ¦¥ ´®°¬³«¥, ·²® ¨ ª®¢ °¨ ²»¥ { ·¥°¥§ ¢¥ª²®°»®±®¢®£®.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ pg0 ®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ ¢§ -¨¬®£® ¡ §¨± , ²®£¤  � kms = qg0dkms; £¤¥ dkms = dkms:23



� ±«³· ¥ ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨± � = dkmnikimin:� ©¤¥¬ ®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ ®±®¢®£® ¡ §¨± :pg = je1 � (e2 � e3)j:�¡®§ ·¨¬ e1 ·¥°¥§ a, e2 { ·¥°¥§ b, e3 { ·¥°¥§ c. �¬¥¸ ®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª-²®°®¢ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¨µ ª®¬¯®¥²» ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ± ¯®¬®¹¼¾®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¢¨¤  pg = mod ������� a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3 ������� :�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®g = pg � pg = ������� a1 a2 a3b1 b2 b3c1 c2 c3 ������� � ������� a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3 ������� = ������� a � a a � b a � cb � a b � b b � cc � a c � b c � c �������(¬ ²°¨¶  ¢²®°®£® ±®¬®¦¨²¥«¿ ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ²° ±¯®¨°®¢   {   ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼½²® ¥ ¢«¨¿¥²). � ª ª ª a � a = e1 � e1 = g11 , a � b = e1 � e2 = g12 ¨ ².¤., ²®g = det kgikk:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª¢ ¤° ² ®¡º¥¬  ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ®±®¢®£® ¡ §¨± , ° ¢¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¾ ¬ ²°¨¶» ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ±¨¦¨¬¨ ¨¤¥ª± ¬¨.�®¢¥°¸¥®   «®£¨·® ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® g0 = det kgikk,   ¯®±ª®«¼ª³ ¬ ²°¨-¶» kgikk ¨ kgikk ¢§ ¨¬® ®¡° ²», ²®g0 = 1g :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  �¥¢¨-�¨¢¨²  ¯®«³· ¥¬�ksm = pgdksm;� ksm = 1pgdksm:�¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ®±®¢®£® ¡ §¨±  ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¯® ¢§ ¨¬-®¬³ ¡ §¨±³ ² ª ek � es = �ksmem = pgdksmem: (10:2)�²® ±®®²®¸¥¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ®¢»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¢¥ª²®-°®¢ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±  ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ®±®¢®£® (®²«¨·»¥ ®² ³¦¥ ¨§¢¥±²»µ ¢¨¤ (1.2)).�®«®¦¨¬,  ¯°¨¬¥°, k = 1, s = 2. �®£¤  ¯®«³·¨¬e3 = 1"pg (e1 � e2):24



� «®£¨·® e1 = 1"pg (e2 � e3); e2 = 1"pg (e3 � e1):�®£¤  ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¯®«³·¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ¡»¢ ¥² ³¤®¡¥¥ ®¡¹¥© ´®°¬³-«» (1.2).�¡° ² ¿ ±¢¿§¼ § ¯¨±»¢ ¥²±¿   «®£¨·»¬ ®¡° §®¬e1 = "pg(e2 � e3); e2 = "pg(e3 � e1); e3 = "pg(e1 � e2); (10:3)�§ ¯®«³·¥»µ ´®°¬³« ¢¨¤®, ¢ · ±²®±²¨, ·²® ¢¥ª²®° e1 ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±  ®°-²®£® «¥ ¯«®±ª®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ e2 ¨ e3 ¨ ².¤.� ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ³±² ®¢«¥³¾ ±¢¿§¼ ¬®¦® § ¤ ²¼ ±®®²®¸¥¨¿¬¨:em = 12�mks(ek � es); (10:4)em = 12�mks(ek � es):�²¨ ´®°¬³«» ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¯®¤±² ®¢ª®© ¢ ¨µ ¢»° ¦¥¨© ¤«¿�mks ¨ �mks.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¢¨¤  �jkm� pqr. �°¥®¡° §³¥¬ ¥£®:�jkm� pqr = (ej � ek) � em(ep � eq) � er:� ª ¨ ° ¼¸¥, ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ±¬¥¸ ®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®-°®¢ ·¥°¥§ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼. �«¿ ½²®£® ° §«®¦¨¬ ¢¥ª²®°» ®±®¢®£® ¨ ¢§ ¨¬®£®¡ §¨±®¢ ¯® ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬³ ¡ §¨±³ is:ek = eskis; ep = epsis:�®£¤  (®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¤«¿ � pqr ¤«¿ ³¤®¡±²¢  ²° ±¯®¨°®¢ )�jkm� pqr = ������� e1j e2j e3je1k e2k e3ke1m e2m e3m ������� � ������� ep1 eq1 er1ep2 eq2 er2ep3 eq3 er3 ������� == ������� ej � ep ej � eq ej � erek � ep ek � eq ek � erem � ep em � eq em � er ������� = ������� �pj �qj �rj�pk �qk �rk�pm �qm �rm ������� : (10:5)�²  ´®°¬³«  ¨ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¨¦¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¨§ ¥¥ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¯®«¥§»¬¨ ¯°¨³¯°®¹¥¨¨ ¬®£¨µ ´®°¬³«, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ª®±»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ²¥§®°®¢.�«¥¤±²¢¨¿: �jkm� pqm = �pj �qk � �qj�pk (10:6)�jkm� pkm = 2�pj (10:7)�jkm� jkm = 6 (10:8)� § ª«¾·¥¨¥ § ¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²®�jkm� pqr = pg djkm 1pg dpqr = djkmdpqr:25



x11. �¥§®°» ¢²®°®£® ° £ . �¨¬¬¥²°¨·»¥ ¨  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»¥²¥§®°». �°¥¤±² ¢«¥¨¥  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ± ¯®¬®¹¼¾¢¥ª²®° .� ¨¡®«¥¥ · ±²® ¢ ¬¥µ ¨ª¥ ³¯®²°¥¡«¿¾²±¿ ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £ . �²¨¬ ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®±®¡® ¯®¤°®¡®£® ¨§³·¥¨¿ ¨¬¥® ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ²¥-§®°®¢.�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¢±¯®¬¨¬, ·²® ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ ¯ ° £° ´  8 «¾¡³¾ «¨¥©³¾´³ª¶¨¾, ¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¨§ �1 ¢ �1, ².¥. ¯¥°¥¢®¤¿¹³¾ ¢¥ª²®°» ¢ ¢¥ª²®°», ¬®¦®¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ¯®«®£® ³¬®¦¥¨¿   ¥ª®²®°»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  P:l(X) = P� x = P � x:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª «¨¥©»©®¯¥° ²®° ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. � ·¥¨¥ ½²®£® ®¯¥° ²®°   ¢¥ª²®°¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°®±²»¬ ³¬®¦¥¨¥¬ ¤ ®£® ²¥§®°    ¢¥ª²®°.� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ P � a 6= a �P;¬¥¿²¼ ¦¥ ¯®°¿¤®ª ³¬®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°  ¨ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  ¬®¦® ± ¯®¬®-¹¼¾ ´®°¬³«»: P � a = a �PT (±¬. ³¯°. 25¢):�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¢²®°®£® ° £  P  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬, ¥±«¨ P =PT. �¥§®° ¢²®°®£® ° £  P  §»¢ ¥²±¿  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»¬ (ª®±®±¨¬¬¥²°¨·-»¬), ¥±«¨ P = �PT.�³±²¼ P = Pksekes. �®£¤  ³±«®¢¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨Pksekes = (Pksekes)T = Pksesek = Pskekes¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥: Pks = Psk:� «®£¨·® ¨ ¤«¿ ª®²° ¢ °¨ ²»µ ª®¬¯®¥²:P ks = P sk:� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥²:P :sk ekes = (P :sk ekes)T = P :sk esek = P :sk gsmemgktet = P t:memet = P s:kekes;²® ¥±²¼ P :sk = P s:k:�®½²®¬³ ±¬¥¸ »¥ ª®¬¯®¥²» ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¬®¦® ®¡®§ · ²¼¯°®±²® P sk . � «®£¨·»¥ ±®®²®¸¥¨¿ (²®«¼ª® ±® § ª®¬ "¬¨³±") ¯®«³· ¾²±¿¤«¿  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®° . 26



�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ²¥§®° P ° §«®¦¥ ¯® ±«®¦®¬³ ¯®«¨¡ §¨±³:P = Pks0ekes0 :�®£¤  ³±«®¢¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ¯°¨¬¥² ¢¨¤:Pks0ekes0 = Pks0es0ek:� ¬¥¿²¼ ¸²°¨µ®¢ »¥ ¨¤¥ª±»   ¥¸²°¨µ®¢ »¥ (¨  ®¡®°®²) ¥«¼§¿, ¯®½-²®¬³ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¨·¥£® ¥«¼§¿ ±ª § ²¼ ¨ ® ±¢¿§¨ Pmn0 ± Pn0m. �¯° ¢¥¤«¨¢®¨ ®¡° ²®¥: ²¥§®° P = Pmnemen0 ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ±¨¬¬¥²°¨·¥, ¥±«¨ kPmn0k {±¨¬¬¥²°¨· ¿ ¬ ²°¨¶ .�¥®°¥¬ . �¾¡®© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  ¬®¦® ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² -¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¨  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®° :T = S +
 (S = ST; 
 = �
T):�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±®®²®¸¥¨¾T = S+
¤®¯¨¸¥¬ ²° ±¯®¨°®¢ ®¥ ª ¥¬³, ¢ ª®²®°®¬ ³·²¥¬ ±¢®©±²¢  ±¨¬¬¥²°¨¨ ( -²¨±¨¬¬¥²°¨¨) ²¥§®°®¢ S ¨ 
: TT = S �
:� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¯®«³·¥»¥ ±®®²®¸¥¨¿ ª ª ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿S ¨ 
,  µ®¤¨¬ S = 12(T+TT);
 = 12(T�TT):�¤¨±²¢¥®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ²¥§®°®¢ S ¨ 
 ±«¥¤³¥² ¨§ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ °¥¸¥-¨¿ ¯®«³·¥®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬». �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®.�  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µª®¬¯®¥²» (  ¤¨ £® «¨ { ³«¨, ²°¨ ½«¥¬¥²  ¯®¤ ¤¨ £® «¼¾ ¯°®²¨¢®¯®-«®¦» ¯® § ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ½«¥¬¥² ¬  ¤ ¤¨ £® «¼¾). �²®  ¢®¤¨²  ¬»±«¼ ® ±¢¿§¨, ±³¹¥±²¢³¾¹¥© ¬¥¦¤³  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ²¥§®-° ¬¨.�¥®°¥¬ . �«¿ «¾¡®£®  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  
 ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° -±²¢¥  ©¤¥²±¿ ² ª®© ¢¥ª²®° !, ·²® ²¥§®° 
 ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥:
 = E� ! = ! �E:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥°¨¬, ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® E� ! = ! �E . �»·¨±«¿¥¬:E� ! = ekek � !mem = !m�kmsekes;! �E = !mem � ekek = !m�mksesek = !m�mskekes = !m�kmsekes:27



�¡¥¤¨¬±¿ ¤ «¥¥, ·²® ²¥§®° ¢¨¤  E � ! ¿¢«¿¥²±¿  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»¬. �«¿½²®£® ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥¬»¬ ²®¦¤¥±²¢®¬ (±¬. ³¯°. 25¦).P� a = �(a�PT)T:�¥§®° E, ®·¥¢¨¤®, ±¨¬¬¥²°¨·¥, ¯®½²®¬³:E�! = �(! �E)T = �(E� !)T:�²¨±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ¯°®¢¥°¥ .�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ¯® ²¥§®°³
 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° ! ( §»¢ ¥¬»© · ±²®¢¥ª²®°®¬, ±®¯³²±²¢³¾¹¨¬ ²¥§®°³ 
). �³±²¼ 
 = E � !. �®£¤  ³° ¢¥¨¥ ¤«¿®¯°¥¤¥«¥¨¿ ! ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ª®¬¯®¥² µ ¢ ¢¨¤¥:
ks = �kms!m = ��ksm!m:�¬®¦ ¿ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢    Dksp ¨ ¨±¯®«¼§³¿ (10.7), ¯®«³·¨¬� ksp
ks = �2�pm!m;®²ª³¤  !p = �12� ksp
ks;¨«¨ ! = �12� �
:�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®·¥®. �¯° ¦¥¨¿.40. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ²¥§®°» X;Y ®¡  ±¨¬¬¥²°¨·» ¨«¨ ®¡   ²¨±¨¬¬¥²-°¨·», ²® ²¥§®° X �Y�Y �X {  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»©.� ¯°¨¢¥¤¥»µ ¨¦¥ ³¯° ¦¥¨¿µ P { ±¨¬¬¥²°¨·»©, R {  ²¨±¨¬¬¥²°¨·-»© ²¥§®°.41. �®ª § ²¼:  ) a �P � b = b �P � a;¡) a �R � b = �b �R � a.42. �®ª § ²¼: trR = 0.43. �«¥¤³¥² «¨ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ trR = 0  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ²¥§®°  R?44. �®ª § ²¼: tr (P �R) = 0.45. �®ª § ²¼: P�R = 0.46. �®ª § ²¼: tr (a�P) = 0. 28



47. �®ª § ²¼ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ²¥§®°  R �P �R.48. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®: (U �V)� + (V �U)� = 0, ¥±«¨ U ¨ V { ±¨¬¬¥²°¨·»¥²¥§®°»49. �»·¨±«¨²¼ (a�E� a)4.50. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® (E� a)2m � (E� b)2n+1 = 0£¤¥ m, n | ¶¥«»¥ ·¨±« .51. �°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ²¥§®°®¢ E� a ¨ E� b ¡³¤¥² ±¨¬-¬¥²°¨·»¬ ²¥§®°®¬?52. �®ª § ²¼, ·²® ²¥§®° a��12E� kk� ±¨¬¬¥²°¨·¥, ¥±«¨ a �k = 0, k �k = 1.53. �«¿ ²¥§®°  T  ©²¨ ±¨¬¬¥²°¨·³¾ ¨  ²¨±¨¬¬¥²°¨·³¾ · ±²¼: ) T = i1i1 + i1i2 + i3i2 + i3i3;¡) T = i1i1 + 2i1i2 � 4i2i1 + i3i3.54. � ©²¨ ¢¥ª²®°w, ±®¯³²±²¢³¾¹¨©  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®¬³ ²¥§®°³
 = 12(ab�ba).55. �»·¨±«¨²¼: (E�w)n.x12. �¢¿§¼  «£¥¡°» ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ±  «£¥¡°®© ¬ ²°¨¶.�¥²¥°¬¨ ² ²¥§®° .�³±²¼ X ¨ Y { ¥ª®²®°»¥ ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £ . �§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®±²®£®³¬®¦¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ²¥§®° ¢¨¤  X �Y ² ª¦¥ ¡³¤¥² ²¥§®°®¬ ¢²®°®£® ° £ .�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¬®¦¥±²¢® ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  § ¬ª³²® ®²®±¨²¥«¼-® ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿ (¢ ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ °¥§³«¼² ² ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£®³¬®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯°®±²® ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬).�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ± ¢¢¥¤¥»¬¨ ®¯¥° -¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢ ¨ ¨µ ³¬®¦¥¨¿ ®¡° §³¾² ¥ª®¬¬³² ²¨¢®¥ ª®«¼¶®.� ¯®¬¨¬, ·²® ª®«¼¶®¬  §»¢ ¥²±¿ ¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® K,   ª®²®°®¬ § ¤ -» ¤¢¥ ®¯¥° ¶¨¨ + (±«®¦¥¨¥) ¨ � (³¬®¦¥¨¥), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬:I. K { ª®¬¬³² ²¨¢ ¿ £°³¯¯  ®²®±¨²¥«¼® ±«®¦¥¨¿, ².¥.1) ¤«¿ «¾¡»µ x; y; z 2 K (x+ y) + z = x+ (y + z);29



2) ¢ K ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² 0,  §»¢ ¥¬»© ³«¥¢»¬, ² ª®© ·²®x+ 0 = 0 + x = x; 8x;3) ¤«¿ «¾¡®£® x ¨§ K ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥², ®¡®§ · ¥¬»© �x, ² ª®© ·²®x+ (�x) = 0;4) �¯¥° ¶¨¿ ±«®¦¥¨¿ ª®¬¬³² ²¨¢ :x+ y = y + x:II. K { ¯®«³£°³¯¯  ®²®±¨²¥«¼® ³¬®¦¥¨¿, ².¥.1) ¤«¿ «¾¡»µ x; y; z 2 K (x � y) � c = x � (y � c);2) ¢ K ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² e,  §»¢ ¥¬»© ¥¤¨¨·»¬, ² ª®© ·²®x � e = e � x = x; 8x 2 K:III. �¯¥° ¶¨¿ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ±¢¿§ » ¤¨±²°¨¡³²¨¢»¬¨ § ª® ¬¨, ².¥.¤«¿ ¢±¥µ x; y; z 2 K (x+ y) � z = x � z + y � z;z � (x+ y) = z � x+ z � y:�·¥¢¨¤®, ·²® ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£®° £  ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¯¥°¥·¨±«¥»¬ ¢»¸¥ ²°¥¡®¢ ¨¿¬. �°¨ ½²®¬ ®¯¥° ¶¨¨ ³¬-®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢   ·¨±«® ¨ ³¬®¦¥¨¥ ²¥§®°®¢ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±®®²®¸¥¨¾:�(P �Q) = (�P) �Q = P � (�Q):�®¦¥±²¢  ¯®¤®¡®£® °®¤ , ª ª ¨§¢¥±²®,  §»¢ ¾²±¿  «£¥¡° ¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¬®¦¥±²¢® ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  «£¥¡°³  ¤ ¯®«¥¬¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«.�°³£¨¬, µ®°®¸® ¨§¢¥±²»¬, ¯°¨¬¥°®¬  «£¥¡°» ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ª¢ ¤° ²-»µ ¬ ²°¨¶ ± ®¡»·»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿, ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ¨ ¯¥°¥-¬®¦¥¨¿. �» ³¦¥ ¢¨¤¥«¨, ·²® ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ ¢²®°®£® ° £  ¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨¨¬¥¥²±¿ ¬®£® ±µ®¦¥£®. �§³·¨¬ ½²³ ±¢¿§¼ ¯®¤°®¡¥¥.�®¢  ±·¨² ¥¬ X ¨ Y ²¥§®° ¬¨ ¢²®°®£® ° £ . � ±±¬®²°¨¬ ¨µ «¨¥©³¾ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¨¤  �X + �Y. �±«¨X = Xkmekem = Xkmekem = X :mk ekem = Xk:mekem;Y = Y kmekem = Ykmekem = Y :mk ekem = Y k:mekem;²® �X + �Y = (�Xkm + �Y km)ekem = (�Xkm + �Ykm)ekem =30



= (�X :mk + �Y :mk )ekem = (�Xk:m + �Y k:m)ekem:� ª¨¬ ®¡° §®¬, «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ²¥§®°®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²  ¦¥ «¨¥© ¿ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¬ ²°¨¶ ¨µ ª®¬¯®¥².� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ X �Y.X �Y = Xkmekem � Y psepes = XkmY psgmpekes;².¥. ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤¢³µ ²¥§®°®¢, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ²°¨¶ ª®¢ °¨ ²»µ ¨«¨ ª®²° ¢ °¨ ²»µ ª®¬¯®¥² ½²¨µ ²¥§®°®¢. �¤ ª®,¥±«¨ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ±¬¥¸ »¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨, ²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ±®µ° ¿¥²±¿:X �Y = X :mk ekem � Y :sp epes = X :mk Y :smekes;².¥. ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤¢³µ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ±®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²-°¨¶ ¨µ ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ¢ ¯°®±²®¬ ¯®«¨¡ §¨±¥.�°¨ § ¬¥¥ ¡ §¨±  ek   ¡ §¨± em0 ¬ ²°¨¶  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  X ¬¥¿¥²±¿, ª ª ¡»«® ³±² ®¢«¥® ¢ ¯.6, ¯® ´®°¬³« ¬:X :mk = Ak0k Amm0X :m0k0 = Ak0k X :mk0 Amm0;².¥. kX :mk k = A � kX :m0k0 k �A�1;£¤¥ A = kAk0k k { ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ § ¬¥¥ ¡ §¨± ¬ ²°¨¶  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² § ¬¥¿¥²±¿ ¯®¤®¡®© ¬ ²°¨¶¥©.�« £®¤ °¿ ®²¬¥·¥®¬³ ¢»¸¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¾ ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ ¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨,¬®£¨¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ´ ª²» ¨§ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ¯¥°¥®-±¿²±¿   ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £ .�¯°¥¤¥«¥¨¥.�¥²¥°¬¨ ²®¬ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £   §»¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼¬ ²°¨¶» ¥£® ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ¢ ¯°®±²®¬ ¯®«¨¡ §¨±¥:detX = jX :sk j = jXk:sj:�®°°¥ª²®±²¼ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ².¥. ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± , ±«¥¤³-¥² ¨§ ®²¬¥·¥®£® ¢»¸¥ ¯®¤®¡¨¿ ¬ ²°¨¶:det kX :mk k = detAdet kX :m0k0 kdetA�1 = det kX :m0k0 k:�¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ²¨¯  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·®:jX :sk j = jXp:tgkpgstj = jXp:tjgg�1 = jXp:tj:�»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¤¥²¥°¬¨ ²  ²¥§®°  ·¥°¥§ ¥£® ª®- ¨ ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ª®¬-¯®¥²» ¨¬¥¥² ¢¨¤: detX = jX :sk j = jXktgktj = jXktj1g ;  «®£¨·®, detX = jXktjg;31



£¤¥ g = jgikj.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¢²®°®£® ° £  X, ¤¥²¥°¬¨ ² ª®²®°®£® ¥ ° ¢¥ ³«¾, §»¢ ¥²±¿ ¥®±®¡»¬ ¨«¨ ¥¢»°®¦¤¥»¬.� ³·¥²®¬ ³±² ®¢«¥®£® ¢»¸¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¿,   ®±®¢¥ °¥§³«¼² ²®¢ ²¥®°¨¨¬ ²°¨¶ ¯®«³·¨¬, ·²® ¥±«¨ ²¥§®° X { ¥®±®¡»©, ²® ±³¹¥±²¢³¥², ¯°¨·¥¬ ¥¤¨-±²¢¥»©, ²¥§®°, ®¡®§ · ¥¬»© X�1 ¨  §»¢ ¥¬»© ®¡° ²»¬ ²¥§®°®¬, ² ª®©·²® X �X�1 = X�1 �X = E:� ª ¨ ¢ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶ ¢¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ±²¥¯¥¨ ²¥§®° . �®«®¦¨²¥«¼ ¿ ±²¥-¯¥¼ Xn ²¥§®°  X ¢¢®¤¨²±¿ ª ª n - ª° ²®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ²¥§®°  X   ±¥¡¿:Xn = X �X � � � � �X| {z }n :� «®£¨·®, X�m def= X�1 � � � � �X�1| {z }m :� ®·¥°¥¤®© ° § ±®±« ¢¸¨±¼   ²¥®°¨¾ ¬ ²°¨¶, ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥±®®²®¸¥¨¿: (X �Y)�1 = Y�1 �X�1;(Xn)T = (XT)n;(X�1)T = (XT)�1 def= X�T:�¯° ¦¥¨¿.56. � ©²¨ (X �Y)�T .57. �¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ¢»·¨±«¥¨¥¬ ¤®ª § ²¼, ·²® ) (X �Y)�1 = Y�1 �X�1 ;¡) (X�1)T = (XT)�1 .58. �¥°® «¨, ·²® (X �Y)n = Xn �Yn ?x13. �°²®£® «¼»¥ ²¥§®°».� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ �n «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ q: �n !�n, ±®µ° ¿¾¹¥¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢, ².¥.q(a) � q(b) = a � b:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¥ ¬¥¿¥² ¤«¨ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ³£«®¢ ¬¥¦¤³¨¬¨. 32



�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ±®µ° ¿-¾¹¥¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥,  §»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ (¨«¨  ¢²®¬®°´¨§¬®¬).�® ²¥®°¥¬¥ ¯.8 ¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ± ¯®¬®-¹¼¾ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ : q(a) = Q � a = a �QT:� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¡° ²³¾ § ¤ ·³: ª ª¨¬ ³±«®¢¨¿¬ ¤®«¦¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼²¥§®° Q, ·²®¡» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥¬³ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¡»«® ®°²®£®- «¼»¬. �¬¥¥¬q(a) � q(b) = (Q � a) � (Q � b) = a �QT �Q � b = a � b:�°¥¤±² ¢¨¢ ¢»° ¦¥¨¥ a � b ¢ ¢¨¤¥ a �E � b, § ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨:a � (QT �Q�E) � b = 0:�²® ° ¢¥±²¢® ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ a ¨ b, ¯®½²®¬³ ¨§¥£® ±«¥¤³¥², ·²® QT �Q = E: (13:1)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ a �X � b = 0 ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ a ¨ b. �®ª ¦¥¬, ·²®²¥§®° X { ³«¥¢®©. � ±«³· ¥ ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨± , § ¯¨¸¥¬ ¨²¥°¥±³¾-¹¥¥  ± ³±«®¢¨¥ ¢ ª®¬¯®¥² µ Xksakbs = 0:�®«®¦¨¬ a1 = 1, b1 = 1,   ®±² «¼»¥ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°®¢ a ¨ b { ° ¢»¬¨ ³«¾.�®£¤  X11 = 0. � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ³«¾ ®±² «¼»µ ª®¬¯®¥²²¥§®°  X.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°» ¢²®°®£® ° £ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¾ (13.1), §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨.�§ (13.1) ±«¥¤³¥², ·²® ²¥§®° QT ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²»¬ ª ²¥§®°³ Q, ².¥. QT =Q�1. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® Q �QT = E.�»·¨±«¨¬ ¤¥²¥°¬¨ ² ®°²®£® «¼®£® ²¥§®° . � ª ¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ¬ ²°¨¶, ¤¥-²¥°¬¨ ² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ²¥§®°®¢ ° ¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤¥²¥°¬¨ ²®¢; ¤¥²¥°¬¨- ² ²° ±¯®¨°®¢ ®£® ²¥§®°  ° ¢¥ ¤¥²¥°¬¨ ²³ ¨±µ®¤®£®. �  ®±®¢ ¨¨½²®£® ¨¬¥¥¬: 1 = detE = det(QT �Q) = detQT � detQ = (detQ)2;§ ·¨² detQ = �1: (13:2)�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°²®£® «¼»¥ ²¥§®°» ± ¤¥²¥°¬¨ ²®¬, ° ¢»¬ ¥¤¨¨¶¥,  -§»¢ ¾²±¿ ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¬¨. �°²®£® «¼»¥ ²¥§®°» ± ¤¥²¥°¬¨ -²®¬, ° ¢»¬ ¬¨³± ¥¤¨¨¶¥,  §»¢ ¾²±¿ ¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¬¨.�»¿±¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢.33



�³±²¼ a1, a2, a3 { ¥ª®²®° ¿ ²°®©ª  ¢¥ª²®°®¢ ¨§ �3. �®£¤  ¢¥«¨·¨  (a1�a2)�a3 ¯®«®¦¨²¥«¼ , ¥±«¨ ¢¥ª²®°» a1, a2, a3 ®¡° §³¾² ¯° ¢³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢, ¨®²°¨¶ ²¥«¼  ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.� ª ¨§¢¥±²®, (a1 � a2) � a3 = ������� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������� = jaskj;(am = amkik):�³±²¼ Q { ¥ª®²®°»© ®°²®£® «¼»© ²¥§®°.�¡®§ ·¨¬ bm = Q �am. �±² ®-¢¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ jbmpj ¨ jaskj.bmp = bm � ip = ip � (Q � am) = Qptamt:�®£¤  jbmpj = (b1 � b2) � b3 = jamtQptj = jamtQtpTj = jamtjjQtpj; ².¥.(b1 � b2) � b3 = (a1 � a2) � a3 detQ:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¥¢-ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯° ¢³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢ ¯¥°¥¢®¤¨² ¢ ¯° ¢³¾,   «¥¢³¾ {¢ «¥¢³¾, ².¥. ¥ ¬¥¿¥² ®°¨¥² ¶¨¨ ²°¨½¤° . �¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡-° §®¢ ¨¿ ¬¥¿¾² ®°¨¥² ¶¨¾ ²°¨½¤°    ¯°®²¨¢®¯®«®¦³¾.�®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯¥°¥¬¥¹¥¨¾  ¡-±®«¾²® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ± ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© (¯®¢®°®²³). �¥±®¡±²¢¥® ®°²®£®- «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥ ¤®¯³±ª ¾² ² ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨.� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°».1. �®«®¦¨¬ ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥Q1 = i1i1 + i2i2 � i3i3:�·¥¢¨¤®, ·²® Q { ®°²®£® «¼»© ²¥§®°, ¯°¨·¥¬ ¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»©:detQ = �1. Q � a = a1i1 + a2i2 � a3i3:�§ °¨±.1 ¢¨¤®, ·²® ²¥§®° Q1 ®±³¹¥±²¢«¿¥² ®²° ¦¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® ¯«®±-ª®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ i1i2.2. �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»© ²¥§®°Q2 = i1i1�i2i2�i3i3.Q � a = a1i1 � a2i2 � a3i3:�·¥¢¨¤® (±¬. °¨±.2), ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ®¯¨±»¢ ¥¬®¥ ²¥§®°®¬ Q2, ¯°¥¤-±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯®¢®°®²   1800 ¢®ª°³£ ®±¨ i1.3. �¥§®° �E { ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,  §»¢ ¥¬®¥ ¨¢¥°±¨¥©.� ·¥²®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®® ¡³¤¥² ±®®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¬, ¢ ¥·¥²-®¬¥°®¬ ( ¯°¨¬¥°, ¢ 3-¬¥°®¬) { ¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¬.34



aQ � a�¨±. 1. aQ � a
�¨±. 2.�·¥¢¨¤®, ·²® ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ «¾¡®¥ ¥±®¡±²¢¥®®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ±®¡±²-¢¥® ®°²®£® «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¨¢¥°±¨¨,  ¯°¨¬¥°a1i1 + a2i2 � a3i3 = �E � (�a1i1 � a2i2 + a3i3):�®½²®¬³ ¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®¢®-ª³¯®±²¼ ¯®¢®°®²  ¨ ¥ª®²®°®£® ®²° ¦¥¨¿.�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®°²®£® «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ®°²®£® «¼»©²¥§®° ¯¥°¥¢®¤¨² ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ »©, ².¥. ¥±«¨ ik {¥ª¨© ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ jk ¢¨¤  jk = Q � ik² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®®°¬¨°®¢ »¬ ¡ §¨±®¬.�±«¨ ik, i0k { ¤¢  ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± , ²® ®·¥¢¨¤®, ·²® ²¥§®° Q, ¯¥-°¥¢®¤¿¹¨© ¯¥°¢»© ¢® ¢²®°®©, ¨¬¥¥² ¢¨¤:Q = iki0k: (13:3)�°¨¥² ¶¨¿ ¡ §¨±  i0k («¥¢»© ¨«¨ ¯° ¢»©) § ¢¨±¨², ª ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥,®² ®°¨¥² ¶¨¨ ¡ §¨±  ik ¨ ²®£®, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ Q ±®¡±²¢¥® ¨«¨ ¥±®¡±²¢¥®®°²®£® «¼»¬ ²¥§®°®¬. 35



x14. �¥ª²®° ª®¥·®£® ¯®¢®°®² .�®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»© ²¥§®° ®¯¨±»¢ ¥² ¢° ¹¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢ . �§ ª³°-±  ²¥®°¥²¨·¥±ª®© ¬¥µ ¨ª¨ ¨§¢¥±²®, ·²® «¾¡®¥ ¢° ¹¥¨¥ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¥±²¼ ¯®¢®°®²   ¥ª®²®°»© ³£®« ¢®ª°³£ ¥ª®²®°®© ®±¨. �®«³·¨¬ ¯°¥¤-±² ¢«¥¨¥ ®°²®£® «¼®£® ²¥§®° , ¢ ª®²®°®¬ ®±¼ ¢° ¹¥¨¿ ¨ ³£®« ¯®¢®°®²  ¡³¤³²§ ¤ » ¿¢®.�³±²¼ Q { ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»© ²¥§®°. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ k ¥¤¨¨·»©¢¥ª²®°, «¥¦ ¹¨©   ®±¨, ¢®ª°³£ ª®²®°®© ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®¢®°®². � ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨± ¢»¡¥°¥¬ ²°®©ª³ ®°²®¢ i, j ¨ k. �®£¤  (¢ ±¨«³ (13.3)) ²¥§®° Q ¬®¦¥² ¡»²¼ § -¯¨±  ª ª Q = ii0 + jj 0 + kk (² ª ª ª ¢¥ª²®° k «¥¦¨²   ®±¨ ¢° ¹¥¨¿, ²® ¯°¨¯®¢®°®²¥ ® ¯¥°¥µ®¤¨² ± ¬ ¢ ±¥¡¿: k = k0). �®¢®°®² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°-®© ¢¥ª²®°³ k, ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¿¬¨i0 = cos�i+ sin�j;j 0 = � sin�i+ cos�j:�¤¥±¼ � { ³£®« ° §¢®°®²  ®±¥©. �«¿ ²¥§®°  Q ¯®«³· ¥¬Q = i(cos�i+ sin�j) + j(� sin�i+ cos�j) + kk == sin�(ij � ji) + cos�(ii + jj) + kk:�°¥¤±² ¢¨¢ ±³¬¬³ ii + jj ª ª E � kk,   ° §®±²¼ ij � ji ¢»° ¦¥¨¥¬ �E � k(¤¥©±²¢¨²¥«¼®, E�k = (ii+ jj +kk)�k = i(i� k) + j(j �k) + 0 = �ij + ji), µ®¤¨¬ Q = cos�E+ (1� cos�)kk � sin�E� k: (14:1)�®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨ ¯®«®¢¨®£®  °£³¬¥² cos� = 1� tg 2 �21 + tg 2 �2 ; sin� = 2 tg �21 + tg 2�2 :¨ ¢¢¥¤¿ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢¥ª²®° � = 2 tg �2k,  §»¢ ¥¬»© ¢¥ª²®°®¬ ª®¥·®£®¯®¢®°®² , ¢»° ¦¥¨¾ ¤«¿ Q ¯°¨¤ ¤¨¬ ¢¨¤Q = 1 � �2=41 + �2=4E+ 2�21 + �2=4kk � � � k1 + �2=4E� k == 11 + �2=4 "(1 � �24 )E+ 12�� �E� �# ; �2 = � � �: (14:2)� ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (14.1) ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¹¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨-¥¬ ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® «¾¡®© ±®¡±²¢¥® ®°-²®£® «¼»© ²¥§®° ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±  ¢ ² ª®¬ ¢¨¤¥, ¨  ®¡®°®² { ¤«¿ «¾¡®£®¢¥ª²®°  � ²¥§®°Q, ¢»·¨±«¿¥¬»© ¯® (14.2), ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»¬.�®«³·¨¬ ²¥¯¥°¼ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (¯®¢®°®² ) ¯°®±²° ±²¢ , ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®°²®£® «¼®¬³ ²¥§®°³ Q. �³±²¼ ½²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯¥°¥¢®¤¨²¢¥ª²®° r ¢ ¢¥ª²®° R. �®£¤ R = r �Q = 11 + �2=4 "(1� �24 )r + 12(r � �)� + � � r# :36



� ¯¨±»¢ ¿ ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ±ª®¡ª µ ª ª(1� �24 )r = (1 + �24 )r � �22 r;¢»° ¦¥¨¾ ¤«¿ R ¯°¨¤ ¤¨¬ ¢¨¤R = r + (1 + �24 )�1 ��12(� � �)r + 12(r � �)� + � � r� ;ª®²®°»©, ± ³·¥²®¬ ´®°¬³«» ¤¢®©®£® ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿a� (b� c) = b(a � c)� c(a � b)¯°¥®¡° §³¥¬ ª ´®°¬¥R = r + (1 + �24 )�1 �12� � (� � r) + � � r� == r + (1 + �24 )�1� � �r + 12� � r� : (14:3)�®«³·¥®¥ ° ¢¥±²¢® ®±¨²  §¢ ¨¥ ´®°¬³«» �®¤°¨£ .�±«¨ ¢¥ª²®° ª®¥·®£® ¯®¢®°®²  ¬ «, ². ¥. �� 1, ²® R � r � � � r�¯° ¦¥¨¿.59. �®ª § ²¼, ·²® ²¥§®°A = (E�
) � (E+
)�1 ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬, ¥±«¨²¥§®° 
 {  ²¨±¨¬¬¥²°¨·¥.60. �®ª § ²¼, ·²® ²¥§®° A = 14 + a2 h(4� a2)E+ 2aa� 4E � ai, £¤¥ a2 = a �a,¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬.61. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  Q ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®¦¤¥±²¢®(Q�E)� (Q�E) = 6� 2 trQ.62. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¢¥ª²®°  ª®¥·®£® ¯®¢®°®²  � ·¥°¥§ ±®¡±²¢¥® ®°²®£®- «¼»© ²¥§®° Q, ².¥. ®¡° ²¨²¼ ±®®²®¸¥¨¥ (14.2).x15. �¯¥ª²° «¼®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .37



�³±²¼ X { ¥ª®²®°»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ . � ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³  µ®¦¤¥¨¿¥³«¥¢®£® ¢¥ª²®°  d, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£® ±®®²®¸¥¨¾X � d = �d: (15:1)�®±ª®«¼ª³  °¿¤³ ± ¢¥ª²®°®¬ d ° ¢¥±²¢³ (15.1) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¨ «¾¡®© ¢¥ª²®°�d (� { ¯°®¨§¢®«¼»© ±ª «¿°), ²® ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¡³¤¥¬ ° §»±ª¨¢ ²¼ ²®«¼ª®¥¤¨¨·»¥ ¢¥ª²®°» d (d �d = 1). � ¬¥¿¿ ¢¥ª²®° d ¢»° ¦¥¨¥¬ E �d ¨ ¯¥°¥®±¿¢±¥ ±« £ ¥¬»¥ ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿, ¯®«³· ¥¬(X� �E) � d = 0¨«¨, ¢ ª®¬¯®¥² µ, (X :sk � ��sk)ds = 0: (15:2)�° ¢¥¨¿ (15.2) ®¡° §³¾² ®¤®°®¤³¾ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©, ¨, ² ª¨¬®¡° §®¬, ¬» ¯®«³·¨«¨ µ®°®¸® ¨§¢¥±²³¾  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ § ¤ ·³. �¨±²¥¬  (15.2)¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼»¥ °¥¸¥¨¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ° ¢¥³«¾, ².¥. jX :sk � ��skj = 0¨«¨ det (X � �E) = 0: (15:3)�¯°¥¤¥«¥¨¥. � ·¥¨¿ �, ¯°¨ ª®²®°»µ ±¨±²¥¬  (15.2) ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥°¥¸¥¨¿,  §»¢ ¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¨«¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ²¥-§®°  X,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥ª²®°» d { ±®¡±²¢¥»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ²¥§®°  X.�° ¢¥¨¥ (15.3)  §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ³° ¢¥¨¥¬ ¤«¿ ²¥§®°  X¨ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥��3 + I1�2 � I2�+ I3 = 0;£¤¥ I1 = X :11 +X :22 +X :33 ;I2 = ����� X :11 X :21X :12 X :22 �����+ ����� X :22 X :32X :23 X :33 �����+ ����� X :33 X :13X :31 X :11 ����� ; (15:4)I3 = detX:�¥«¨·¨» I1, I2, I3 ¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨ ²¥§®° X (®¨ ¢»° ¦ ¾²±¿ ®¤¨- ª®¢»¬ ®¡° §®¬ ¢ ° §»µ ¡ §¨± µ ¨ ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± ). �¢ °¨ -²» ²¥§®°  ¬®¦® ±²°®¨²¼ ° §«¨·»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨ ¨ ¯®«³·¨²¼ ¯°¨ ½²®¬ ¬®-£®·¨±«¥»¥ ¨¢ °¨ ²»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨. �¤ ª® ¨¬¥® ¨¢ °¨ ²» I1, I2,I3 ¨£° ¾² ¢ ¤ «¼¥©¸¨µ ° ±±¬®²°¥¨¿µ ®±®¡³¾ °®«¼, ¨ ¨¬¥® ®¨  §»¢ ¾²±¿£« ¢»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�¥®°¥¬ . �±¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  ¢¥-¹¥±²¢¥»,   ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §«¨·»¬ ±®¡±²¢¥»¬·¨±« ¬, ®°²®£® «¼». 38



�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬» (  ¿§»ª¥ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶) ¬®¦®  ©²¨ ¯®·²¨¢ «¾¡®¬ ª³°±¥  «£¥¡°» (±¬.,  ¯°¨¬¥° [???]).� ±«³· ¥ ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ®°²®£® «¼®±²¼ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª-²®°®¢ ¯®-¯°¥¦¥¬³ ±®µ° ¿¥²±¿ ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¨§ ¬®¦¥±²¢  ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢¬®¦® ¢»¡° ²¼ ®°²®£® «¼»¥.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ X { ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ . �»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥¡ §¨±  ²°®©ª³ ®°²®£® «¼»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ dk ½²®£® ²¥§®° . �®£¤ X =Xmndmdn. �®¤±² ¢¨¬ ½²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ²¥§®° X ¢ ³° ¢¥¨¥ (15.1), ³·¨²»¢ ¿,·²® ±®¡±²¢¥®¬³ ·¨±«³ �k ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° dk:(Xmndmdn) � dk = �kdk (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® k !),¨«¨ Xmndm�nk = �kdk;®²ª³¤  Xmkdm = �kdk:�§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢   µ®¤¨¬, ·²® Xmk = �k�mk (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® k !).�²® ®§ · ¥², ·²® ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬ ²°¨¶ ª®¬¯®¥² ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ £® «¼®©, ¯°¨·¥¬ ¤¨ £® «¼»¥½«¥¬¥²» ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ²¥§®° :X = �1d1d1 + �2d2d2 + �3d3d3: (15:5)�°¥¤±² ¢«¥¨¥ (15.5)  §»¢ ¥²±¿ ±¯¥ª²° «¼»¬ ° §«®¦¥¨¥¬ ±¨¬¬¥²°¨·®£®²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�»·¨±«¨¬ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» Ik ²¥§®°  X, ¢®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ¯°¥¤±² ¢-«¥¨¥¬ (15.5). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥¬ ´®°¬³«» ±¢¿§¨ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ ±±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨:I1 = �1 + �2 + �3;I2 = �1�2 + �2�3 + �3�1;I3 = �1�2�3: (15:6)�¥°¢ ¿ ¨ ¢²®° ¿ ¨§ ¯®«³·¥»µ ´®°¬³« ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ » ¤«¿ ¢»¢®¤ ±«¥¤³¾¹¥£® ¡¥±ª®®°¤¨ ²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¢²®°®£® ¨¢ °¨ ² I2(X) = 12( tr 2X � trX2); (15:7)ª®²®°®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® (±¬. ³¯°. 64) ¨ ¤«¿ ¥±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®° .�®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ²¥§®°  X  §»¢ ¾² ¨®£¤  £« ¢»¬¨ ®±¿¬¨ ½²®£® ²¥-§®° . � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (15.5)  §»¢ ¥²±¿ § ¯¨±¼¾ ²¥§®°  ¢ £« ¢»µ®±¿µ. x16. �°®¥ª²®°».39



�¯°¥¤¥«¥¨¥.�¥§®° ¢¨¤  d1d1, £¤¥ d1�d1 = 1, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ª ª «¨¥©»©®¯¥° ²®° ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢¥ª²®°®¢,  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¥ª²®°®¬.�¬»±« ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® °¥§³«¼² ²®¬ ¤¥©±²¢¨¿ ² ª®£®«¨¥©®£® ®¯¥° ²®°    ¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° a ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¥²±¿¯°®¥ª¶¨¿ ½²®£® ¢¥ª²®°    ®±¼ d1:d1d1 � a = (a � d1)d1�®±²°®¥¨¥ ±¯¥ª²° «¼®£® ° §«®¦¥¨¿ (15.4) ²¥§®°  X ²°¥¡³¥², ª°®¬¥ § -¨¿ ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« �k, ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ dk, ·²® ¯°¥¤-±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®±² ²®·® ±«®¦³¾  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ § ¤ ·³. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²®¤«¿ ¯°®¥ª²®°®¢ d1d1, d2d2 ¨ d3d3 ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¯°®±²»¥ ¿¢»¥ ´®°¬³«».�²¬¥²¨¬ ± · «  ¢ ¦®¥ ±¢®©±²¢® ¯°®¥ª²®°®¢:(d1d1)2 = d1d1: (16:1)� ¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼ ° §«®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢ E, X ¨ X2 ¯® ¡ §¨±³ dk:E = d1d1 + d2d2 + d3d3;X = �1d1d1 + �2d2d2 + �3d3d3;X2 = �21d1d1 + �22d2d2 + �23d3d3: (16:2)�°¨ ¢»¢®¤¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ X2 ³·²¥® ±¢®©±²¢® (16.1),   ² ª¦¥ ²®² ´ ª², ·²®°¥§³«¼² ²®¬ ¯¥°¥¬®¦¥¨¿ ° §»µ ¯°®¥ª²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®«¼.�  ±®®²®¸¥¨¿ (16.2) ¯®±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª   «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ ¤«¿ ®¯°¥-¤¥«¥¨¿ ¥¨§¢¥±²»µ ¯°®¥ª²®°®¢. �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®© ±¨±²¥¬»������� 1 1 1�1 �2 �3�21 �22 �23 ������� = (�1 � �2)(�2 � �3)(�3 � �1)®²«¨·¥ ®² ³«¿ ¢ ±«³· ¥ ¯®¯ °® ° §«¨·»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©. � ½²®¬ ±«³-· ¥ ª ¦¤»© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° dk ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ª ,   ¯°®¥ª²®°»®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤®§ ·®:d1d1 = (X � �2E) � (X � �3E)(�1 � �2)(�1 � �3) ;d2d2 = (X � �1E) � (X � �3E)(�2 � �1)(�2 � �3) ; (16:3)d3d3 = (X � �1E) � (X � �2E)(�3 � �1)(�3 � �2) :� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· © ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©.1. �³±²¼ �1 = �2 = �3 = �. �®£¤ X = �(d1d1 + d2d2 + d3d3) = �E = �(d01d01 + d02d02 + d03d03);40



£¤¥ d0k (k=1,2,3) { «¾¡®© ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±. � ±«³· ¥ ²°¥µª° ²®£® ±®¡±²-¢¥®£® § ·¥¨¿ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ «¾¡ ¿ ²°®©ª  ¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼-»µ ¥¤¨¨·»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° §³¥² ±®¢®ª³¯®±²¼ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ²¥§®° .�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤«¿ ²¥§®°  ± ²°¥µª° ²»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬  -¯° ¢«¥¨¥ £« ¢»µ ®±¥© ¥ ®¯°¥¤¥«¥®.2. �³±²¼ �1 = �2; �3 6= �2. �®£¤ X = �1(d1d1 + d2d2) + �3d3d3:�¥§®° d1d1+d2d2 ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢³¬¥°»© ¥¤¨¨·»© ²¥§®° E2 ¢ ¯«®±-ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ¢¥ª²®°³ d3. �²® ®§ · ¥², ·²® ® ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ª ª E2 = d01d01 + d02d02; £¤¥ d0k � d3 = 0; k = 1; 2:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±«³· ¥ ¤¢³ª° ²®£® ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±®¡-±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬®¦® ¢§¿²¼ «¾¡³¾ ¯ °³ ¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢,° ±¯®«®¦¥»µ ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ²°¥²¼¥¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³.x17. �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¢²®°®£®° £ .�³±²¼ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  S ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬. � ±±¬®²°¨¬ ¢»° ¦¥-¨¥ x � S � x, £¤¥ x { ¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° (§ ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£®²¥§®°  
 ¢»° ¦¥¨¥ x �
 � x ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢® ³«¾):x � S � x = Smnxmxn:�·¨² ¿ xk ¤¥ª °²®¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨, ° ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª Smnxmxn = �1: (17:1)�±«¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ²¥§®°  S ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ § ª¨, ²® ³° ¢¥-¨¥ (17.1) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯®¢¥°µ®±²¼ ½««¨¯±®¨¤ . �±«¨ § ª¨ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©° §«¨·», ²® (17.1) ®¯¨±»¢ ¥² ¯ °³ ±®¯°¿¦¥»µ £¨¯¥°¡®«®¨¤®¢.�¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¿ ª ª ° § ¨ ±®±²®¨² ¢ ±®¯®±² ¢«¥¨¨ ²¥§®°³³ª § ®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �¥°¥µ®¤ ª £« ¢»¬ ®±¿¬ (±¯¥ª²° «¼®¬³ ° §«®¦¥¨¾²¥§®° ) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¨ ½²®¬ ®°¬ «¼®©, ¨«¨ ª ®¨·¥±ª®©, ´®°¬¥ § ¤ ¨¿¯®¢¥°µ®±²¨. �±®,  ¯°¨¬¥°, ·²® ²¥§®°³ ± ¤¢³¬¿ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨§ ·¥¨¿¬¨ (�1 = �2) ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¢° ¹¥¨¿. �¥§®°³ ±²°¥µª° ²»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ±´¥° . �®±«¥¤¥¥,ª±² ²¨, ®¡º¿±¿¥² ±«¥¤³¾¹¥¥�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¢¨¤  �E  §»¢ ¥²±¿ ¸ °®¢»¬.x18. �¥®°¥¬  � ¬¨«¼²® -�½«¨.41



�¥®°¥¬ . �¾¡®© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®¥¬³ µ ° ª²¥°¨±²¨-·¥±ª®¬³ ³° ¢¥¨¾.�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬» ¢ ° ¬ª µ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶ ¤ ®,  ¯°¨¬¥° ¢ [???].� ±«³· ¥ ²¥§®°®¢, ¯®±²°®¥»µ   ®±®¢¥ ²°¥µ¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° -±²¢ , ²¥®°¥¬  � ¬¨«¼²® -�½«¨ ®§ · ¥², ·²®�X3 + I1X2 � I2X + I3E = 0: (18:1)� ®¥ ° ¢¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© � ¬¨«¼²® -�½«¨.� ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» � ¬¨«¼²® -�½«¨ «¾¡³¾  ²³° «¼³¾ ±²¥¯¥¼ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²®£® ²°¥µ·«¥  ®² ²¥§®°  ±®±ª «¿°»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ ¯®«¨®¬ ¬¨ ¥£® £« ¢»µ ¨¢ °¨- ²®¢.�®«³·¨¬,  ¯°¨¬¥°, ² ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¤«¿X4. �«¿ ½²®£® § ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«³� ¬¨«¼²® -�½«¨ ¢ ¢¨¤¥ X3 = I1X2 � I2X+ I3E; (18:2)  § ²¥¬ ³¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢    X:X4 = I1X3 � I2X2 + I3X:�®«¼§³¿±¼ ²¥¯¥°¼ ¤«¿ X3 ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ´®°¬³«®© (18.2) ¨ ¯°¨¢®¤¿ ¯®¤®¡»¥±« £ ¥¬»¥, ¯®«³· ¥¬X4 = (I21 � I2)X2 + (I3 � I1I2)X + I1I3E:� «®£¨· ¿ ±µ¥¬  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢   ¤«¿ «¾¡®© ±²¥¯¥¨, ² ª¨¬ ®¡-° §®¬ Xn = a2X2 + a1X + a0E;£¤¥ ak = ak(I1; I2; I3) { ¯®«¨®¬».� N -¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ «¾¡ ¿ ±²¥¯¥¼ ²¥§®°  ¢»° ¦ ¥²±¿ ¯®«¨®¬®¬ N�1-© ±²¥¯¥¨.�±«¨ ²¥§®°X { ¥®±®¡»© (I3(X) 6= 0), ²® ³¬®¦ ¿ ´®°¬³«³ � ¬¨«¼²® -�½«¨  X�1, ¯®«³·¨¬ X�1 = I�13 (X2 � I1X + I2E): (18:3)�  ¿ ´®°¬³«  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  , ¢ · ±²®±²¨, ª ª ¿¢ ¿ ´®°¬³«  ¢»-·¨±«¥¨¿ ®¡° ²®£® ²¥§®° .�«¥¤±²¢¨¥¬ ´®°¬³«» (18.3) ¿¢«¿¥²±¿ ²®² ´ ª², ·²® «¾¡³¾ ¶¥«³¾ ®²°¨¶ ²¥«¼-³¾ ±²¥¯¥¼ ¥®±®¡®£® ²¥§®°  ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²®£® ²°¥µ·«¥ :X�m = b2X2 + b1X+ b0E;£¤¥ bk = bk(I1; I2; I3) { ¤°®¡®-° ¶¨® «¼»¥ ´³ª¶¨¨.�»·¨±«¨¬ ±«¥¤ ®² ®¡¥¨µ · ±²¥© ´®°¬³«» (18.2):trX3 = I1 trX2 � I2 trX+ 3I3:42



�·¨²»¢ ¿, ·²® I1 = trX,   I2 = 12( tr 2X � trX2), ¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿¢¥«¨·¨» I3 = detX: I3 = 16( tr 3X � 3 trX trX2 + 2 trX3):�¥«¨·¨» trXk (k = 1; 2; 3), ² ª¦¥ ª ª ¨ Ik ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨,  §»¢ -¾²±¿ ¬®¬¥² ¬¨ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�¯° ¦¥¨¿.63. �¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬¨ ¢»·¨±«¥¨¿¬¨ ¤®ª § ²¼, ·²® £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥-§®°  ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± .64. �«¿ «¾¡®£® ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  ¤®ª § ²¼ ±®®²®¸¥¨¥ I2(X) = 12 � tr 2(X)� trX2�.65. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  P = ab.66. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  12(ab+ ba), ¥±«¨ a � b = 0.67. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  P = E� a.68. �»·¨±«¨²¼ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  P = (E� a)2.69. �®ª § ²¼, ·²® £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  ±¢¿§ » ±®®²-®¸¥¨¿¬¨: I1I3 = I2; I23 = 1.70. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  P = aa+ bb+ cc, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» a; b; c¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼».71. �®ª § ²¼, ·²® £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ¤¢³µ ¢§ ¨¬® ®¡° ²»µ ±¨¬¬¥²°¨·»µ²¥§®°®¢ 2-£® ° £  ±¢¿§ » ±®®²®¸¥¨¿¬¨:I1(X�1) = �I2(X)I3(X) ; I2(X�1) = I1(X)I3(X) ; I3(X�1) = I�13 (X):72. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®° P = (i1i2 + i2i1) + 3(i1i1 + i2i2) + 5i3i3:73. �¥¬³ ° ¢¥ ²°¥²¨© ¨¢ °¨ ²  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®° ?74. �»° §¨²¼ ¢²®°®© ¨¢ °¨ ² I2(X) ·¥°¥§ ª®¢ °¨ ²»¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®° X ¢ ª®±®³£®«¼®¬ ¡ §¨±¥: X = Xmnemen.75. � ©²¨ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  P = �E.43



76. �³±²¼X { ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ ;Y = X� 13 trXE. �®ª § ²¼: ) I1(Y) = 0;¡) I2(Y) � 0.77. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¤¢  ±®¡±²¢¥»µ ·¨±«  ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ° §«¨·-», ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ®°²®£® «¼».78. � ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ²¥§®° a) P = 3i1i1 � (i1i2 + i2i1) + 3i2i2;¡) P = 7i1i1 + 3(i1i2 + i2i1) + 7i2i2 + 4(i2i3 + i3i2) + 7i3i3.79. � ©²¨ £« ¢»¥ § ·¥¨¿ ¨ £« ¢»¥ ®±¨ ²¥§®°  P = aa.80. � ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®°  P = � (i1i2+i2i1)+� (i2i3+i3i2)+� (i3i1+i1i3).81. � ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª-²®°» ²¥§®°  P = �aa+ �bb, ¥±«¨ a � b = 0.82. � ©²¨ ±¯¥ª²° «¼®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  E+ aa.83. � ©²¨ ±¯¥ª²° «¼®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  X = �E + �aa+ bb + �cc, ¥±«¨¢¥ª²®°» a; b; c ¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼».84. �®«¼§³¿±¼ ´®°¬³«®© � ¬¨«¼²® -�½«¨,  ©²¨ B4 ¨ B�1, ¥±«¨ ) B = i1i1 + 3i2i2 � (i2i3 + i3i2)� 2i3i3;¡) B = 3(i1i1 + i2i2)� (i1i2 + i2i1) + i3i3.�°®¢¥°¨²¼ ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ¢»·¨±«¥¨¥¬.85. �¥§®° ¢²®°®£  ° £  X? ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ´®°-¬³«®© X? = X2 � I1X + I2E, £¤¥ I1, I2 { ¯¥°¢»© ¨ ¢²®°®© ¨¢ °¨ ²»X,  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°®¬, ¯°¨±®¥¤¨¥»¬ ª X. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¥®±®¡®£®²¥§®°  X ¢¥°  ´®°¬³«  X? = (detX)X�1.86. �®ª § ²¼, ·²® ¬ ²°¨¶  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ²¥§®° X?±®¢¯ ¤ ¥² ± ²° ±¯®¨°®¢ ®© ¬ ²°¨¶¥©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¤®¯®«¥¨© ¬ ²-°¨¶» ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  X.87. �³±²¼ ek { ®±®¢®© ¡ §¨± ¢ �3, es { ¢§ ¨¬»© ¡ §¨±, xs = es �X. �®ª § ²¼²®¦¤¥±²¢® X? = 12(xs � xk)(es � ek):88. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®X? = 12dmntdskpXsmXknitip; Xsm = is �X � im:89. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® detX = 13 tr (X? �X).44



90. � ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤®ª § ²¼ ´®°¬³«³ ¤«¿ ²°¥²¼¥£® ¨¢ °¨ ² ±³¬¬» ¤¢³µ ²¥§®°®¢det (X+Y) = detX+ detY + tr (X? �Y) + tr (Y? �X):x19. �®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° S  §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥-»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£® ¢¥ª²®°  a ¢¥«¨·¨  a �S �a ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼- : a � S � a > 0; 8a 6= 0:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° S  §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ¯®«³®¯°¥¤¥-«¥»¬, ¥±«¨ a � S � a � 0; 8a 6= 0:� ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°  ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¯®«®¦¨²¥«¼-», ³ ¯®«³®¯°¥¤¥«¥®£® { ¥®²°¨¶ ²¥«¼». �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®£® ´ ª² ¤®±² ²®·® ¢ ª ·¥±²¢¥ ¢¥ª²®°  a ¢§¿²¼ «¾¡®© ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ²®£¤ a �S �a = �. �·¥¢¨¤®, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥: ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼-®±²¨ (¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨) ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ±«¥¤³¥²¥£® ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼ (¯®«³®¯°¥¤¥«¥®±²¼).�³±²¼ X { ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ²¥§®°:X = �1d1d1 + �2d2d2 + �3d3d3; �k > 0:�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ª¢ ¤° ²»¬ ª®°¥¬ ¨§ ¯®«®¦¨-²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  X  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°, ®¡®§ · -¥¬»© X1=2 ¨ ¢»·¨±«¿¥¬»© ¯® ´®°¬³«¥X1=2 = p�1d1d1 +p�2d2d2 +p�3d3d3; (19:1)£¤¥ ¢±¥ ª®°¨ ¡¥°³²±¿ ¢  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥.�·¥¢¨¤®, ·²® �X1=2�2 = X, ².¥.  §»¢ ²¼ ½²®² ²¥§®° ¨¬¥® ª¢ ¤° ²»¬ª®°¥¬ ¥±²¥±²¢¥®.� ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿ ¨§ ²¥§®°  ¬®¦® ¯®¤®©²¨ ¨ ± ¤°³£®© ±²®-°®», § ¨¬ ¿±¼ ¨§³·¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿Y2 = X: (19:2)� ±«³· ¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ²¥§®°  X ¯°®¡«¥¬»  µ®¦¤¥¨¿ ²¥§®°  Y ¤®±² ²®·®¯®¤°®¡® ¨§«®¦¥» ¢ [� ²¬ µ¥° ?]. � ¦¥ ¥±«¨ ²¥§®° X { ±¨¬¬¥²°¨·»© ¨¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»©, ²® ¢®§¬®¦® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¨ ¥±¨¬¬¥²°¨·»µ, ¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»µ "ª¢ ¤° ²»µ ª®°¥©", ².¥. °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿(19.2). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ²¥§®° Y ¢¨¤ Y = �p�1d1d1 �p�2d2d2 �p�3d3d3;45



¡³¤¥² ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³° ¢¥¨¾ ¯°¨ «¾¡®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ § ª®¢, ¨ ²®«¼ª® ¢ ®¤®¬±«³· ¥ ® ¡³¤¥² ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬. �¹¥ ¡®«¼¸¥ ±«®¦®±²¥© ¢®§¨ª ¥²,¥±«¨ ²¥§®°X ¨¬¥¥² ª° ²»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  (¯®¯°®¡³©²¥,  ¯°¨¬¥°, ®¶¥¨²¼ª®«¨·¥±²¢® ±¨¬¬¥²°¨·»µ °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ Y2 = E).�¥±¬®²°¿   ¢±¥ ½²® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ±¨¬¬¥²°¨·»© ª®°¥¼ ¨§«¾¡®£® ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤®-§ ·®.�¥®°¥¬  (® ¯®«¿°®¬ ° §«®¦¥¨¨). �¾¡®© ¥®±®¡»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  P¬®¦¥² ¡»²¼ ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ±¨¬¬¥²-°¨·®£® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°    ®°²®£® «¼»© ²¥§®° ¨  ®¡®-°®²: P = H �Q = Q �H�; (19:3)Q { ®°²®£® «¼»©, H, H� { ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¥ ²¥§®-°».�°¥¤¢ °¿¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, § ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (19.3)  §»¢ ¥²±¿ ¯®-«¿°»¬ ° §«®¦¥¨¥¬ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ . �²®  §¢ ¨¥ ±¢¿§ ® ± ¯®«¿°»¬¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±«  z:z = �ei':� ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«® � = pz�z ¿¢«¿¥²±¿   «®£®¬ ¯®«®¦¨-²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°  H,   ¢¥«¨·¨  ei' (®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ¯®¢®°®²   ³£®«' ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±ª®±²¨) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®°²®£® «¼®¬³ ²¥§®°³ Q.�¥°¥µ®¤¨¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬». �ª §»¢ ¥²±¿, ·²®   «®£¨·® ¢»° ¦¥-¨¾ � ·¥°¥§ z, ²¥§®° H ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ P ´®°¬³«®©H = (P �PT)1=2: (19:4)�¤ ª®, ·²®¡» ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ½²®© ´®°¬³«®©, ± · «  ³¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²®"¯®¤ª®°¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥", ².¥. ²¥§®° P � PT, ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬ ¯®«®¦¨-²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ²¥§®°®¬.1) �¨¬¬¥²°¨·®±²¼: �P �PT�T = �PT�T �PT = P �PT.2) �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¢»·¨±«¨¬a � �P �PT� � a = (a �P) � (PT � a) = (a �P) � (a �P):�®«³·¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥ (±ª «¿°»© ª¢ ¤° ² ¢¥ª²®°  a � P) ¥±²¼ ¢¥«¨·¨  ¥®²-°¨¶ ²¥«¼ ¿. �¡° ²¨²¼±¿ ¢ ³«¼ ®® ¬®¦¥² «¨¸¼ ¢ ±«³· ¥ a � P = 0; ®¤ ª®¯®±«¥¤¥¥ ¯°¨ ¥³«¥¢®¬ ¢¥ª²®°¥ a ®§ · ¥², ·²® ²¥§®° P ¨¬¥¥² ³«¥¢®¥ ±®¡±²-¢¥®¥ ·¨±«®, § ·¨², ¥£® ¤¥²¥°¬¨ ² ° ¢¥ ³«¾. �²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾¥®±®¡¥®±²¨ ²¥§®°  P.� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ²¥§®° P { ®±®¡»©, ²® ²¥§®° P � PT ¡³¤¥² ¯®«®¦¨²¥«¼®¯®«³®¯°¥¤¥«¥»¬.�¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼ ²¥§®°  P � PT ¯®§¢®«¿¥²®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ²¥§®° H.�¥§®° Q  µ®¤¨²±¿ ¯® ´®°¬³«¥Q = H�1 �P: (19:5)46



�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ²¥§®° , ®¡° ²®£® ª H, ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥-®±²¨ ¯®±«¥¤¥£®.�°®¢¥°¨¬, ·²® ¯®±²°®¥»© ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ²¥§®°Q ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿®°²®£® «¼»¬. QT = �H�1 �P�T = PT �H�1�(H�1)T = (HT)�1 =H�1 ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ H� :Q �QT =H�1 �P �PT �H�1 = H�1 �H2 �H�1 = E:�°²®£® «¼®±²¼ ²¥§®°  Q ¤®ª §  . �¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª § ® ¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ P ¢ ¢¨¤¥ H �Q.�°®¢¥°¨¬ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ¯®¤®¡®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿. �³±²¼ P = H0 �Q0 { ¥-ª®²®°®¥ ¤°³£®¥ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P. �»·¨±«¨¬ P �PT:P �PT =H0 �Q0 � (H0 �Q0)T = H0 �Q0 �Q0T �H0 = H02:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®° H0 ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥»© ª®°¥¼ ¨§ ²¥§®°  P � PT. �® ² ª®© ª®°¥¼ { ¥¤¨±²¢¥¥, ¯®½-²®¬³ H0 =H. �²±¾¤  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® Q0 = H0�1 �P = Q.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢²®°³¾ · ±²¼ ²¥®°¥¬», ® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ²¥§®°  P ¢ ¢¨¤¥Q�H�. �«¿ ½²®£® ¯°¨¬¥¨¬ ³¦¥ ¤®ª § ³¾ · ±²¼ ²¥®°¥¬» ª ²¥§®°³PT (² ª¦¥,ª ª ¨ P, ¥®±®¡®¬³): PT = H� �Q�:�° ±¯®¨°³¿ ½²® ° ¢¥±²¢®, ¯®«³· ¥¬P = Q�T �H� = Q�T �H� �E = Q�T �H� � (Q� �Q�T) == (Q�T �H� �Q�) �Q�T:�¥§®° H� { ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ²¥§®°. � ª®¢»¬¡³¤¥² ¨ ±²®¿¹¨© ¢ ±ª®¡ª µ ²¥§®° Q�T �H� �Q�. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼¥£® ®·¥¢¨¤ . �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¢»·¨±«¨¬a �Q�T �H� �Q� � a = b �H� � b; £¤¥ b = a �Q�T = Q�T � a:� ±¨«³ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ²¥§®°  H� ¢»° ¦¥¨¥ b � H� � b ±²°®£®¡®«¼¸¥ ³«¿ ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£® ¢¥ª²®°  b,   § ·¨² ¨ ¤«¿ «¾¡®£® ¥³«¥¢®£®¢¥ª²®°  a, ¯®±ª®«¼ª³ b ±¢¿§  ± a ®°²®£® «¼»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬¨ ¯®«³·¥® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ²¥§®°  P ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿±¨¬¬¥²°¨·®£® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°    ®°²®£® «¼»© ²¥§®°.� ±¨«³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ² ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿, ¤®ª § ®© ¢»¸¥,  µ®¤¨¬Q�T �H� �Q� = H; Q�T = Q:� ª¨¬ ®¡° §®¬ P = Q�T �H� = Q �H�:�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» § ¢¥°¸¥®. 47



�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ²¥§®° H� ±¢¿§  ± ²¥§®°®¬ P ±®®²®¸¥¨¥¬H� = (PT �P)1=2(½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® H�  µ®¤¨²±¿   «®£¨·® H, ® ¤«¿ ²¥§®°  PT).�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ H� ¨ H ¢¨¤  H� = QT � H � Q ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿:P �PT = �1d1d1 + �2d2d2 + �3d3d3;H = p�1d1d1 +p�2d2d2 +p�3d3d3;H� = p�1d�1d�1 +p�2d�2d�2 +p�3d�3d�3;£¤¥ d�k = dk �Q. �¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° H� ¨¬¥¥² ²¥ ¦¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« , ·²®¨ ²¥§®° H,   £« ¢»¥ ®±¨ ²¥§®°  H� ¯®¢¥°³²» ¯® ®²®¸¥¨¾ ª £« ¢»¬ ®±¿¬²¥§®°  H, ¯°¨·¥¬ ½²®² ¯®¢®°®² ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ²¥§®°®¬ Q.�§ ¯°¥¤»¤³¹¥£®, ¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²® ²¥§®°» PT � P ¨ P � PT ¨¬¥¾²®¤¨ ª®¢»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« .�¹¥ ®¤¨¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ ±®¢¯ ¤¥¨¥ § ª®¢sgn detP = sgn detQ:�¥®°¥¬  ® ¯®«¿°®¬ ° §«®¦¥¨¨ · ±²¨·® ¯°¨¬¥¨¬  ¨ ª ®±®¡»¬ ²¥§®° ¬P. � ª¨¥ ²¥§®°» ²®¦¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ ¢¨¤¥P = H �Q = Q �H�;£¤¥ ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ²¥§®°»H ¨H� ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ¯®«³®¯°¥¤¥«¥»¬¨,  ²¥§®° Q { ®°²®£® «¥. �¥§®°»H ¨ H� ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨H = (P �PT)1=2; H� = (PT �P)1=2:�°²®£® «¼»© ¦¥ ²¥§®° ¢ ½²®¬ ° §«®¦¥¨¨ ³¦¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤®§ ·®.�°¨¬¥°®¬ ² ª®£® ° §«®¦¥¨¿ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ³«¥¢®£® ²¥§®° O ¢ ¢¨¤¥ O = O �Q;£¤¥ O { ¯®«®¦¨²¥«¼® ¯®«³®¯°¥¤¥«¥»© ²¥§®°, Q { «¾¡®© ®°²®£® «¼»© ²¥-§®°. �¯° ¦¥¨¿.91. �®ª § ²¼, ·²® ²¥§®° Y = X � 13( trX)E, £¤¥ X = XT, ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬.92. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  Y = �X�T, ¥±«¨ ¨§¢¥±²® ¯®«¿°®¥° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  X. 48



93. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = aa+ bb+ cc, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» a; b; c¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼».94. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = �E.95. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = �E+ �i1i1 + i2i2.96. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = R �T �RT, ¥±«¨ ¨§¢¥±²® ¯®«¿°®¥° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  T = H �Q,   ²¥§®° R { ®°²®£® «¼»©.97. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  �XT, ¥±«¨ ¨§¢¥±²® ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥-¨¥ ²¥§®°  X.98. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = 3E+ 4i1i1 + 7i3i3.99. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  P = i1i1 + i2i2 +A(i2i3 + i3i2) + i3i3.100. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ®±®¡®£® ²¥§®°  P = i1i2 + i2i3 + i3i1.101. � ©²¨ ¯®«¿°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ®±®¡®£® ²¥§®°  E�!.x20. �»·¨±«¥¨¥ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿ ¨§ ²¥§®° .�°¨¢¥¤¥®¥ ¢»¸¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯®«¿°®¬ ° §«®¦¥¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ª®±²°³ª²¨¢»¬, ².¥. ¥ ²®«¼ª® £ ° ²¨°³¥² ´ ª² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ²¥§®°®¢ H ¨Q, ® ¨ ¤ ¥² ´®°¬³«» ¤«¿ ¨µ ¢»·¨±«¥¨¿.� ¬¥²¨¬, ®¤ ª®, ·²® ¢»·¨±«¥¨¥ H ±¢¿§ ® ± ®¯¥° ¶¨¥© ¨§¢«¥·¥¨¿ ª¢ ¤-° ²®£® ª®°¿ ¨§ ²¥§®°  ¨ ®²¾¤¼ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© § ¤ ·¥©. �®°¬³«  (19.1)®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¿¢®©, ¯®±ª®«¼ª³ ¨±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« , ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¥ ¢»° ¦ ¾²±¿ ¿¢® ·¥°¥§ ²¥§®°X.� ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ®  µ®¦¤¥¨¨ ¿¢®© ´®°¬³«» ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª¢ ¤° ²®£®ª®°¿ ¨§ ²¥§®°  ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡®.� ·¥¬ ± ®²®±¨²¥«¼® ¯°®±²®£® ±«³· ¿ ¤¢³¬¥°»µ ²¥§®°®¢, ².¥. ²¥§®°®¢,¯®±²°®¥»µ   ®±®¢¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  �2. �«¿ ¶¥«®£® °¿¤  ¢ ¦»µ¤«¿ ¬¥µ ¨ª¨ ±¯«®¸®© ±°¥¤» § ¤ · "¯®¤ª®°¥®©" ²¥§®°G ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾±²°³ª²³°³: 0B@ � � 0� � 00 0 � 1CA²® ¥±²¼ G = G11i1i1 + G12(i1i2 + i2i1) + G22i2i2 + G33i3i3. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢½²®¬ ±«³· ¥ § ¤ ·  ¢»·¨±«¥¨¿ G1=2 "° §¤¥«¿¥²±¿":G1=2 =G1=2(2) +qG33i3i349



(·¥°¥§ G(2) ®¡®§ ·¥ ¤¢³¬¥°»© ²¥§®°). � «®£¨· ¿ ´®°¬³«  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¨¤«¿ ²¥§®°®¢ ¢¨¤  0B@ � 0 00 � �0 � � 1CA ¨ 0B@ � 0 �0 � 0� 0 � 1CA(®  ¯®«®±²¼¾ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°¥¤»¤³¹¥© ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯¥°¥±² ®¢ª¥ ¨-¤¥ª±®¢). �°®¬¥ ²®£® ¤¢³¬¥°»¥ ²¥§®°» ±³¹¥±²¢¥® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ²¥®°¨¨®¡®«®·¥ª. �ª § »¬ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ ¢ ¦®±²¼ ®²¤¥«¼®£® ° ±±¬®²°¥¨¿ ¤¢³-¬¥°®£® ±«³· ¿.�³±²¼G(2) { ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° -£ , ¯®±²°®¥»©   ®±®¢¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  �2. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I1,I2 ¥£® £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» (³ ¤¢³¬¥°»µ ²¥§®°®¢ ¤¢  £« ¢»µ ¨¢ °¨ ² :I1 = trG(2), I2 = detG(2)). �®¤«¥¦ ¹¨© ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª¢ ¤° ²»© ª®°¥¼ ¨§G(2) ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ U(2),   ¥£® ¨¢ °¨ ²» ·¥°¥§ J1, J2. � ¯¨¸¥¬ ¤«¿ U(2)´®°¬³«³ � ¬¨«¼²® -�½«¨ (³·¨²»¢ ¿ ¥£® ¤¢³¬¥°®±²¼):�U2(2) + J1U(2) + J2E(2) = 0:�·¨²»¢ ¿, ·²® U2(2) =G(2), ¯®«³· ¥¬U(2) = J�11 (G(2) + J2E(2)):�·¥¢¨¤®, ·²® I2 = J22 , ®²ª³¤  J2 = pI2. �²®¡» ¢»° §¨²¼ J1 ·¥°¥§ ¨¢ °¨ ²»G(2), ¢»·¨±«¨¬ ±«¥¤ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ²¥§®°®£® ° ¢¥±²¢ :J1 = J�11 �I1 + 2qI2�(²¥§®° E(2) - ¤¢³¬¥°»©, ¯®½²®¬³ trE(2) = 2), ®²ª³¤ J1 = rI1 + 2qI2:�«¿ ²¥§®°  U(2) ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬U(2) = 1qI1 + 2pI2 �G(2) +qI2E(2)� :�¥°¥©¤¥¬ ª ®¡¹¥¬³ ²°¥µ¬¥°®¬³ ±«³· ¾. � «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ±·¨² ¥¬G ±¨¬¬¥²°¨·»¬ ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ²¥§®°®¬ ¨ ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§U ¯®¤«¥¦ ¹¨© ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±¨¬¬¥²°¨·»© ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»© ª¢ ¤-° ²»© ª®°¥¼ ¨§ G.�³±²¼ G1, G2, G3 { ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®°  G, ²®£¤  pG1, pG2, pG3 {±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®°  U. �« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  G ®¡®§ ·¨¬ I1, I2,I3,   £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  U ®¡®§ ·¨¬ J1, J2, J3. �¥«¨·¨» Ik «¥£ª®50



¬®¦® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ Js. �¬¥¥¬I1 = G1 +G2 +G3 = �qG1 +qG2 +qG3�2��2�qG1G2 +qG2G3 +qG3G1� = J21 � 2J2;I2 = G1G2 +G2G3 +G3G1 == �qG1G2 +qG2G3 +qG3G1�2��2�qG1G2G2G3 +qG1G2G3G1 +qG2G3G3G1� == J22 � 2qG1G2G3 �qG1 +qG2 +qG3� = J22 � 2J1J3;I3 = G1G2G3 = �qG1qG2qG3�2 = J23 :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ´®°¬³«»I1 = J21 � 2J2; I2 = J22 � 2J1J3; I3 = J23 : (20:1)� ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«» � ¬¨«¼²® -�½«¨ ¤«¿ ²¥§®°®¢ U ¨ G:�U3 + J1U2 � J2U + J3E = 0; (20:2)�G3 + I1G2 � I2G+ I3E = 0: (20:3)�¬®¦¨¢ (20.2)   U3 ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® U2 = G, ¯®«³·¨¬�G3 + J1U5 � J2G2 + J3U3 = 0: (20:4)�¬®¦ ¿ (20.2)   U2,  µ®¤¨¬U5 = J1G2 + (J3 � J1J2)G+ J22U� J2J3E: (20:5)�®¤±² ¢«¿¿ (20.5) ¢ (20.4) ¨ ±®¢  ¯°¨¬¥¿¿ (20.2), ¨¬¥¥¬�G3 + J21G2 + J1(J3 � J1J2)G+ J1J22U� J1J2J3E��J2G2 + J3(J1U2 � J2U+ J3E) = 0: (20:6)�®¤±² ¢¨¬ ¢ (20.6) ¢¬¥±²®G3 ¢»° ¦¥¨¥, ¢»²¥ª ¾¹¥¥ ¨§ (20.3),   ¢¬¥±²® U2§ ¯¨¸¥¬ G. �®£¤  ¯®«³·¨¬ ±®®²®¸¥¨¥, ¢ ª®²®°®¥ ²¥§®° U ¢µ®¤¨² «¨¥©®.� §°¥¸¨¢ ¯®«³·¥®¥ ³° ¢¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® U ¨ ¨±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«» (20.1),¯®±«¥ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©  µ®¤¨¬U = (J1J2 � J3)�1 hJ1J3E+ (J21 � J2)G�G2i : (20:7)51



�  ½²®¬ °¥¸¥¨¥ ¯°®¡«¥¬»  µ®¦¤¥¨¿ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿ ¤ «¥ª® ¥ § ª®-·¥®, ² ª ª ª ¥®¡µ®¤¨¬® ¥¹¥ ¢»° §¨²¼ ¨¢ °¨ ²» Jk (k = 1; 2; 3) ·¥°¥§ ¨¢ -°¨ ²» I1, I2, I3 ²¥§®°  G. �²® ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬J1 = qG1 + �qG2 +qG3� = qG1 +s�qG2 +qG3�2 == qG1 +rG2 + 2qG2G3 +G3 = qG1 +vuutI1 �G1 + 2 pI3pG1 :�·¥¢¨¤®, ¢ ½²®¬ ¢»·¨±«¥¨¨ ¢¬¥±²® G1 ¬®¦® ¢§¿²¼ «¾¡®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±-«® ²¥§®°  G. �² ª, ¨¬¥¥¬J1 = qGk +vuutI1 �Gk + 2 pI3pGk : (20:8)£¤¥ Gk { «¾¡®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ²¥§®°  G, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨-·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ �G3 + I1G2 � I2G+ I3 = 0: (20:9)�«¿ °¥¸¥¨¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿ (20.9) ±¤¥« ¥¬ ¯®¤±² ®¢ª³ G = R+ 13I1,¯®±«¥ ·¥£® ¯°¨¤¥¬ ª ³° ¢¥¨¾R3 + 13�R+ 227" = 0; (20:10)� = I21 � 3I2; " = 12(2I31 � 9I1I2 + 27I3):�®½´´¨¶¨¥² 13� ¥®²°¨¶ ²¥«¥. �²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥¬®£® ° ¢¥±²¢ I21 � 3I2 = 16 h(2G1 �G2 �G3)2 + (2G2 �G1 �G3)2 + (2G3 �G1 �G2)2i :�¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (20.10) ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥R = 23p� cos '3 : (20:11)�° ¢¥¨¥ (20.10) ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³� 227�3=2�4 cos3 '3 � 3 cos '3�+ 227" = 0:� ³·¥²®¬ ´®°¬³«» ¤«¿ ª®±¨³±  ²°®©®£® ³£«   µ®¤¨¬cos' = "��3=2:� ª ª ª  ¬ ³¦¥ µ®²¼ ª ª®©-¨¡³¤¼ ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ (20.8), ²® ¯®«®¦¨¬' = arccos("��3=2);52



£¤¥ ´³ª¶¨¿ arccos ¯®¨¬ ¥²±¿ ¢ ±¬»±«¥ £« ¢®£® § ·¥¨¿. �² ª, ¢»° ¦¥¨¥Gk def= r = 13 �I1 + 2p� cos '3� ;' = arccos("��3=2) : (20:12)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ (20.9). �®¤±² ¢¨¢ (20.12) ¢ (20.8), ¯®«³·¨¬ ¨±ª®¬®¥¿¢®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¨¢ °¨ ²  J1 ·¥°¥§ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  GJ1 = pr +rI1 � r + 2qI3=r; (20:13)r = 13 �I1 + 2p� cos '3� ; ' = arccos("��3=2);� = I21 � 3I2; " = 12(2I31 � 9I1I2 + 27I3):�¢ °¨ ²» J2, J3  µ®¤¿²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ (20.1), (20.13) ¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤J2 = qI3=r +prrI1 � r + 2qI3=r; J3 = qI3: (20:14)� ¯®¬¨¬, ·²® ¢ ´®°¬³« µ (20.13), (20.14) ¢±¥ ¯®¤ª®°¥»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¥®²-°¨¶ ²¥«¼», ¤«¿ ª¢ ¤° ²»µ ª®°¥© ¡¥°³²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¢¥²¢¨,   ´³ª¶¨¿arccos ¯®¨¬ ¥²±¿ ¢ ±¬»±«¥ £« ¢®£® § ·¥¨¿. �®°¬³«» (7), (13), (14) ¤ ¾²¿¢®¥ ¨ ²®·®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿ ¨§¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¥§®°  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.� ²¥°¨ « ¤ ®£® ¯ ° £° ´  ®±®¢    ° ¡®²¥ �.�.�³¡®¢, �.�.�³¤¥¢. �¢®¥¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½«¥¬¥²®¢ ¯®«¿°®£® ° §«®¦¥¨¿ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  // �®-ª« ¤» ���. 1996. �. 351. é2. C. 188{191.x21. �±¥¢¤®²¥§®°».� ½«¥¬¥² °®© £¥®¬¥²°¨¨, ª ª ¨§¢¥±²®, ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¢¥ª-²®°®¢ ±·¨² ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬. �» ¤® ±¨µ ¯®° ¯°¨¤¥°¦¨¢ «¨±¼ ² ª®© ¦¥ ²¥°¬¨®«®-£¨¨. �¤ ª® ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥ ¢¯®«¥ ³ª« ¤»¢ ¥²±¿¢ ¬®¦¥±²¢®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥  ª±¨®¬ ¬¨ ¥¢ª«¨¤®¢  ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ¦-¤»© ½«¥¬¥² ¯°®±²° ±²¢  �3 ¬¥¿¥² § ª ¯°¨ ¨¢¥°±¨¨ ¯°®±²° ±²¢ , ².¥. ¯°¨¤¥©±²¢¨¨ ®¯¥° ²®°  �E. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ±®£« ±® ¯° ¢¨« ¬ ¢¥ª²®°®£® ³¬®¦¥-¨¿, ¢¥«¨·¨  a� b ¥ ¬¥¿¥² § ª  ¯°¨ § ¬¥ µ a!�a, b! �b.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥ª²®°»¥ ¢¥«¨·¨», ¥ ¬¥¿¾¹¨¥ ±¢®© § ª ¯°¨ ¨¢¥°±¨¨ ¯°®-±²° ±²¢ ,  §»¢ ¾²±¿ ¯±¥¢¤®¢¥ª²®° ¬¨ ¨«¨  ª±¨ «¼»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨.�¡»·»¥ ¢¥ª²®°» ±®£« ±® ² ª®© ²¥°¬¨®«®£¨¨  §»¢ ¾²±¿ ¨±²¨»¬¨ ¨«¨¯®«¿°»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨.�°¨¬¥° ¬¨ ¯±¥¢¤®¢¥ª²®°®¢ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®° ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¨ ¢¥ª²®° ¬®-¬¥²  ±¨«». �²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¿µ ½²¨µ ¢¥«¨·¨ ±³¹¥±²¢¥® ¨±¯®«¼§³-¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿ ¢¥ª²®°®£® ³¬®¦¥¨¿. 53



�¥°¥©¤¥¬ ª ²¥§®° ¬. � ª ¡»«® ³±² ®¢«¥® ¢ ¯.6, ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨±  ª®¬-¯®¥²» ²¥§®°  ¨§¬¥¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥Xmn:::t = Amm0Ann0 : : :Att0Xm0n0:::t0;Amm0 { ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤ . �  ¿ ´®°¬³«  ±«³¦¨² ¨®£¤  ®±®¢®© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿²¥§®°  (±¬.  ¯°¨¬¥° [�¨«¼·¥¢±ª¨©]). �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ² ª®© ¯®¤µ®¤ ¤«¿ ¢¢¥¤¥¨¿¯®¿²¨¿ ¯±¥¢¤®²¥§®° .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥«¨·¨ �mn:::t, ¯°¥®¡° §³¾¹¨µ±¿ ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨¡ §¨±  ¯® ´®°¬³«¥ �mn:::t = sgn jApp0jAmm0Ann0 : : : Att0�m0n0:::t0; §»¢ ¾²±¿ ¯±¥¢¤®²¥§®°®¬ (° £ ª®²®°®£® ±®¢¯ ¤ ¥², ¥±²¥±²¢¥®, ± ª®«¨·¥±²-¢®¬ ¨¤¥ª±®¢).� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨±³²±²¢³¾¹¨© ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¤¥²¥°¬¨ ²¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤ ®² ®¤®£® ¡ §¨±  ª ¤°³£®¬³ ®²°¨¶ ²¥«¥, ¥±«¨ ®¢»© ¡ §¨± ¨¬¥¥² ¯°®²¨¢®¯®«®¦-³¾ ®°¨¥² ¶¨¾ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ±² °®¬³ (¯° ¢»© ¢¬¥±²® «¥¢®£® ¨  ®¡®°®²).�±«¨ ¦¥ ®°¨¥² ¶¨¿ ¡ §¨±  ¥ ¬¥¿¥²±¿, ²® ¨ª ª®© ° §¨¶» ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨¨ ¯±¥¢¤®²¥§®° ¬¨ ¥².�¥«¨·¨  ", ¨±¯®«¼§®¢  ¿ ¢ ¯.10 ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±¨¢®«®¢ �¥¢¨-�¨¢¨² , ¿¢-«¿¥²±¿ ¯°¨¬¥°®¬ ¯±¥¢¤®²¥§®°  ³«¥¢®£® ° £ , ¨«¨ ¯±¥¢¤®±ª «¿° :" = ( 1; ¤«¿ ¯° ¢®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²�1; ¤«¿ «¥¢®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯±¥¢¤®¢¥ª²®° ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥ ³¬®¦¥¨¥¬ ¨±²¨®£® ¢¥ª-²®°    ¯±¥¢¤®±ª «¿°.�¢¥¤¥»© ¢ ¯.10 ²¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  � = �E� E ¿¢«¿¥²±¿,   ± ¬®¬ ¤¥«¥,¯±¥¢¤®²¥§®°®¬. �±²¨»© ²¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±  ª ª~� = "�:�°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¨±²¨®£® ²¥§®°  �¥¢¨-�¨¢¨²  ®¤¨ ª®¢® ¢® ¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®-¢ »µ ¡ §¨± µ (¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¨µ ®°¨¥² ¶¨¨):~� = i1i2i3 + i2i3i1 + i3i1i2 � i1i3i2 � i3i2i1 + i2i1i3:� §¨¶³ ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ ¨ ¯±¥¢¤®²¥§®° ¬¨ ²°¥¡³¥²±¿ ³·¨²»¢ ²¼ ²®«¼ª®¢ ¥ª®²®°»µ ±¯¥¶¨ «¼»µ ¢®¯°®± µ ¬¥µ ¨ª¨ ±¯«®¸®© ±°¥¤»,   ¢ ¡®«¼¸¨±²-¢¥ ±«³· ¥¢ ½²  ° §¨¶  ¥ ¯°®¿¢«¿¥²±¿. �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, §  ¥¬®£¨¬¨¨±ª«¾·¥¨¿¬¨, ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯±¥¢¤®±ª «¿°». ¯±¥¢¤®¢¥ª²®°» ¨ ¯±¥¢¤®²¥-§®°» ¯°®±²® ±ª «¿° ¬¨. ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ²¥§®° ¬¨.x22. �³²°¥¿¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ ²¥§®°®¢.54



�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¢®©±²¢® ²¥§®°  ¥ ¬¥¿²¼±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¥©±²¢¨¿ ª ª®©-«¨¡®¯¥°¥±² ®¢ª¨  §»¢ ¥²±¿ ±¢®©±²¢®¬ ¢³²°¥¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ½²®£® ²¥§®° .�¢¥¤¥»¥ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢ ¯.11 ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £  ®¡-« ¤ ¾² ¢³²°¥¥© ±¨¬¬¥²°¨¥© P = PT ¨«¨ Pmn = Pnm. �¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨² ² ª¦¥ ®¡« ¤ ¥² ¢³²°¥¥© ±¨¬¬¥²°¨¥©, ² ª ª ª ® ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ «¾¡®© ª°³-£®¢®© ¯¥°¥±² ®¢ª¥,  ¯°¨¬¥° ��T(2;3)�T(1;2) = �(±³¯¥°¯®§¨¶¨¿ ¯¥°¥±² ®¢®ª (2,3) ¨ (1,2) ®¡° §³¥² ª°³£®¢³¾ ¯¥°¥±² ®¢ª³ 1 !2! 3). x23. �¥¸¿¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ ²¥§®°®¢.�®¦¥±²¢® ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ Q ®¡° §³¥² £°³¯¯³ ®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° -¶¨¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿. �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ½²®£® ´ ª²  ¢±¯®¬¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ £°³¯-¯»:�°³¯¯®©  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®, § ¬ª³²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ¡¨ °-®© ®¯¥° ¶¨¨ (®¡®§ · ¥¬®© ²®·ª®©), ¯°¨·¥¬ ¯®±«¥¤¿¿ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨±¢®©±²¢ ¬¨:1. �¯¥° ¶¨¿ "�"  ±±®¶¨ ²¨¢ , ².¥. ¤«¿ «¾¡»µ ½«¥¬¥²®¢ a, b, c £°³¯¯»(a � b) � c = a � (b � c):2. �°¥¤¨ ½«¥¬¥²®¢ £°³¯¯» ¨¬¥¥²±¿ ½«¥¬¥² e,  §»¢ ¥¬»© ¥¤¨¨·»¬, ² ª®©·²® ¤«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  a £°³¯¯»a � e = e � a = a:3. �«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  £°³¯¯» a ±³¹¥±²¢³¥², ¯°¨·¥¬ ¥¤¨±²¢¥»©, ½«¥¬¥²£°³¯¯»,  §»¢ ¥¬»© ®¡° ²»¬ ¨ ®¡®§ · ¥¬»© a�1, ² ª®© ·²®a � a�1 = e:�°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«¥¨¥ £°³¯¯®¢»µ ±¢®©±²¢ ¢ ±«³· ¥ ¬®¦¥±²¢  ®°²®£® «¼»µ²¥§®°®¢ ¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿.1. � ¬ª³²®±²¼. �±«¨ Q1 ¨ Q2 { ®°²®£® «¼»¥ ²¥§®°», ²® ²¥§®° Q1 � Q2²®¦¥ ®°²®£® «¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®(Q1 �Q2)T � (Q1 �Q2) = QT2 �QT1 �Q1| {z }E �Q2| {z }E = E:55



2. �±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ¢»¯®«¥  ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢ ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿.3. �¤¨¨·»© ²¥§®° E ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ¤«¥-¦¨² £°³¯¯¥ ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢.4. � ª ¯®ª § ® ¢ ¯.13, ²¥§®°®¬, ®¡° ²»¬ ª ®°²®£® «¼®¬³, ¿¢«¿¥²±¿ ²° ±-¯®¨°®¢ »© ª ¥¬³ ¨ ² ª¦¥ ®°²®£® «¼»©. �°®¢¥°ª  § ¢¥°¸¥ .�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°³¯¯  ¢±¥µ ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ ®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨¨¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿  §»¢ ¥²±¿ ¯®«®© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯®© ¨ ®¡®§ · ¥²±¿O. �®¦¥±²¢® ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ ² ª¦¥ ®¡° §³¥² £°³¯¯³ ®²-®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£® ³¬®¦¥¨¿. �²  £°³¯¯   §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥®®°²®£® «¼®© £°³¯¯®©, ®¡®§ · ¥²±¿ O+ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®© ¯®«®© ®°²®£®- «¼®© £°³¯¯».� ±«³· ¥ ²¥§®°®¢, ¯®±²°®¥»µ   ®±®¢¥ ²°¥µ¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²-¢ , ¯®« ¿ ®°²®£® «¼ ¿ £°³¯¯  ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼®© £°³¯¯»¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ª ¯®±«¥¤¥© ¥¥ ²¥§®°®¢, ³¬®¦¥»µ   ²¥§®° �E, ²® ¥±²¼ «¾¡®©¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»© ²¥§®° Q� ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥ ·¥°¥§ ¥ª®²®°»©±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»© ²¥§®° Q+ ´®°¬³«®© Q� = �Q+.�³±²¼ X = Xmn:::pemen : : :ep { ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £  q. � ±±¬®²°¨¬¥ª®²®°»© ®°²®£® «¼»© ²¥§®° Q, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© (±¬. ¯.13)  ¢²®¬®°´¨§¬¥¢ª«¨¤®¢  ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ½²®£® ²¥§®°  ¢¢¥¤¥¬ ¢° ±±¬®²°¥¨¥ ®¯¥° ¶¨¾ AvQ(X) : �q ! �q, ®¯°¥¤¥«¿¥¬³¾ ±®®²®¸¥¨¥¬AvQ(X) = Xmn:::p(em �Q)(en �Q) : : : (ep �Q)�¯¥° ¶¨¿ AvQ(X) ±®µ° ¿¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ �q ¨ ¯®½²®¬³ ¿¢«¿¥²±¿  ¢-²®¬®°´¨§¬®¬ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ Y = Y ks:::tekes : : :et 2�q. �»·¨±«¨¬ AvQ(X)�AvQ(Y):AvQ(X)�AvQ(Y) = Xmn:::p(em �Q) : : : (ep �Q)� Y ks:::t(ek �Q) : : : (et �Q) == Xmn:::pY ks:::t(em �Q) � (ek �Q) : : : (ep �Q) � (et �Q):�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®°²®£® «¼®£® ²¥§®° , ª ª ²¥§®° , ±®µ° ¿¾¹¥£® ±ª «¿°-®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ±«¥¤³¥², ·²®(em �Q) � (ek �Q) = em � ek: (23:1)�²® ¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ ®±² «¼»µ ¯ °. � ª¨¬ ®¡° §®¬,AvQ(X)�AvQ(Y) = X �Y:�®°¬³«  (23.1) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤®ª §   ¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®:(em �Q) � (ek �Q) = (em �Q) � (QT � ek) = em � (Q �QT)| {z }E �ek = em � ek:�«¿ ²¥§®°®¢ ³«¥¢®£® ° £  (¨«¨ ±ª «¿°®¢) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±®®²®¸¥¨¥AvQ(x) = x; (23:2)56



¤«¿ ¢¥ª²®°»µ ¢¥«¨·¨ AvQ(x) = x �Q; (23:3)¤«¿ ²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  AvQ(X) = QT �X �Q: (23:4)�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°³¯¯®© ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°  X  §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯-®±²¼ ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ Q, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥AvQ(X) = X:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¥© ²¥§®°   §»¢ ¥²±¿ ¥£® ±¢®©±²¢® ¥¬¥¿²¼±¿ ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ ( ¢²®¬®°´¨§¬ µ) ¯°®-±²° ±²¢ .�®ª ¦¥¬ ª®°°¥ª²®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ¤«¿ ·¥£® ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ®¯¨± ®¥ ¨¬¬®¦¥±²¢® ²¥§®°®¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ®¡° §³¥² £°³¯¯³. �«¿ ½²®£® § ¯¨¸¥¬  ¢²®¬ -²¨·¥±ª¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿  ¢²®¬®°´¨§¬  AvQ(X) ° ¢¥±²¢®AvQ1 �Q2(X) = AvQ2 hAvQ1(X)i :�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«¥¨¥ ®±®¢»µ ±¢®©±²¢.1. � ¬ª³²®±²¼. �³±²¼ Q1 ¨ Q2 ¯°¨ ¤«¥¦ ² £°³¯¯¥ ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨. �²®®§ · ¥², ·²® AvQ1(X) = X, AvQ2(X) = X. �»·¨±«¿¥¬AvQ1�Q2(X) = AvQ2[AvQ1(X)| {z }X ] = AvQ2(X) = X:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®° Q1 �Q2 ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨.2. �±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ¯®-¯°¥¦¥¬³ ¢»¯®«¥  ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢ ®¯¥° ¶¨¨ ¯°®±²®£®³¬®¦¥¨¿.3. �·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ²¥§®°  X AvE(X) = X, ².¥. ¥¤¨¨·»© ²¥§®°¯°¨ ¤«¥¦¨² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ «¾¡®£® ²¥§®° .4. �³±²¼ Q ¯°¨ ¤«¥¦¨² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨. � ©¤¥¬ AvQT(X):AvQT(X) = AvQT[AvQ(X)] = AvQ�QT(X) = AvE(X) = X:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨ ²¥§®° QT = Q�1 ²®¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨. �°®-¢¥°ª  § ¢¥°¸¥ .� ¬¥²¨¬, ·²® £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ «¾¡®£® ²¥§®°  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯³±²®©: ¢ ¥©¢±¥£¤  ±®¤¥°¦¨²±¿ ²¥§®° E.� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°».1. �°³¯¯  ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢¥ª²®°  ±®±²®¨² ¨§ ¯®¢®°®²®¢ ¢®ª°³£ ®±¨,  ª®²®°®© «¥¦¨² ½²®² ¢¥ª²®°, ¨ ®²° ¦¥¨© ®²®±¨²¥«¼® ¯«®±ª®±²¥©, ¯°®µ®¤¿¹¨µ·¥°¥§ ½²®² ¢¥ª²®°. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®·¥¢¨¤®, ·²® ¤°³£¨µ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨©, ¥ ¬¥¿¾¹¨µ ®°¨¥² ¶¨¾ ¢¥ª²®° , ¥ ±³¹¥±²¢³¥².57



2. �°³¯¯  ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ , ¯®±²°®-¥®£®   ®±®¢¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  �3, ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥  ± ¯®¬®¹¼¾£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ½²®£® ²¥§®°  (±¬. x17).�±«¨ ¢±¥ ²°¨ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®°  ¯®¯ °® ° §«¨·», ²® £°³¯¯  ¢¥¸¥©±¨¬¬¥²°¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± £°³¯¯®© ±®¢¬¥¹¥¨© ²°¥µ®±®£® ½««¨¯±®¨¤ : ¯®¢®°®²»  180� ¢®ª°³£ ª ¦¤®© ¨§ £« ¢»µ ®±¥©, ®²° ¦¥¨¿ ®²®±¨²¥«¼® £« ¢»µ ¯«®±ª®±-²¥©, ¨¢¥°±¨¿ ¨ ²®¦¤¥±²¢¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (².¥. ®²±³²±²¢¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿).�¯¨± »¥ ¢®±¥¬¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¢®±¼¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬ § ª®¢®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  Q:Q = �d1d1 � d2d2 � d3d3;£¤¥ dk { ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ²¥§®° .�±«¨ ³ ²¥§®°  ¨¬¥¥²±¿ ¤¢³ª° ²®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ²® ¥¬³ ±®®²¢¥²-±²¢³¥² ¯®¢¥°µ®±²¼ ¢° ¹¥¨¿,   § ·¨² ¨ £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ ° ±¸¨°¿¥²±¿ §  ±·¥²¯°®¨§¢®«¼»µ ¯®¢®°®²®¢ ¢®ª°³£ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨.� ±«³· ¥ ¸ °®¢®£® ²¥§®°  £°³¯¯  ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡³¤¥² ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ¯®«-®© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯®©. �²® ¬®¦® «¥£ª® ¤®ª § ²¼ ¨ ¥ ¯°¨¡¥£ ¿ ª £¥®¬¥²°¨-·¥±ª¨¬ ±®®¡° ¦¥¨¿¬,   ¥¯®±°¥¤±²¢¥®   ®±®¢¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®,AvQ(�E) = QT � �E �Q = �E¤«¿ «¾¡®£® ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  Q.x24. �§®²°®¯»¥ ¨ £¨°®²°®¯»¥ ²¥§®°».�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £   §»¢ ¥²±¿ ¨§®²°®¯»¬, ¥±«¨ £°³¯-¯  ¥£® ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«®© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯®©.�°¨¬¥°®¬ ¨§®²°®¯®£® ²¥§®°  ¿¢«¿¥²±¿ ¸ °®¢®© ²¥§®° �E. �¥£ª® ³¡¥¤¨²¼-±¿, ·²® ¨§®²°®¯»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥§®° EE 2 �4.�¬¥¥² ¬¥±²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�¾¡ ¿ ¯¥°¥±² ®¢ª  ¨§®²°®¯®£® ²¥§®°  ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®²°®¯»¬ ²¥§®-°®¬.�«¿ ¥£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  § ¬¥²¨¬, ·²® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ AvQ(X) ª®¬-¬³²¨°³¥² ± ¤°³£¨¬ «¨¥©»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ { ¯¥°¥±² ®¢ª®©. �²® ®§ · ¥²,·²® AvQ(XT(i;j)) = [AvQ(X)]T(i;j). �»° ¦¥¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡ª µ ±®¢¯ ¤ ¥²± X ¢ ±¨«³ ¨§®²°®¯®±²¨ ¯®±«¥¤¥£®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® ®°²®£® «¼®£®²¥§®°  Q AvQ(XT(i;j)) = XT(i;j);·²® ®§ · ¥² ¨§®²°®¯®±²¼ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ XT(i;j).�·¥¢¨¤®, ·²® ¨ª ª®© ²¥§®° ¥·¥²®£® ° £  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨§®²°®¯-»¬, ¯®²®¬³ ·²® ® ¬¥¿¥² § ª ¯°¨ ¨¢¥°±¨¨ ¯°®±²° ±²¢ : ¥±«¨ X 2�2k�1; ²® Av�E(X) = �X: 58



�¥®°¥¬  (®¡ ®¡¹¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ¨§®²°®¯®£® ²¥§®° ). �¾¡®© ¨§®²°®¯»©²¥§®° ·¥²®£® ° £  2k ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¯¥°¥±² ®¢®ª²¥§®°  EE : : :E| {z }k ° § :�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬» ¢»µ®¤¨² §  ° ¬ª¨  ¸¥£® ª³°±  ¨ §¤¥±¼ ¥¯°¨¢®¤¨²±¿. � ¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® «¾¡®© ¨§®²°®¯»© ²¥§®° ·¥²¢¥°²®£® ° £ ¨¬¥¥² ¢¨¤ �EE+ �(EE)T(2;3) + (EE)T(2;4)(®±² «¼»¥ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ²¥§®° EE ±®¢¯ ¤ ¾² ± ³¦¥ ¢»¯¨± »¬¨: (EE)T(1;4) =(EE)T(2;3), (EE)T(1;3) = (EE)T(2;4)). �«¿ ²¥§®°®¢ ¸¥±²®£® ° £  ·¨±«® «¨¥©® ¥-§ ¢¨±¨¬»µ ¯¥°¥±² ®¢®ª ° ¢® ¯¿² ¤¶ ²¨, ¤«¿ ²¥§®°®¢ ¤¥±¿²®£® ° £  ¨µ { ±²®²°¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°  §»¢ ¥²±¿ £¨°®²°®¯»¬, ¥±«¨ £°³¯¯  ¥£® ±¨¬¬¥²°¨¨±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«®© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯®©.�°¨¬¥°®¬ £¨°®²°®¯®£® ²¥§®°  ¿¢«¿¥²±¿ ° ±±¬®²°¥»© ¢ ¯.19 ¨±²¨»©²¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  ~� = �"E � E. �·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ²¥§®° ·¥²®£® ° £ ¿¢«¿¥²±¿ £¨°®²°®¯»¬, ²® ® ¡³¤¥² ¨ ¨§®²°®¯»¬.�°¨¬¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¹¥ ®¤³ ²¥®°¥¬³:�¾¡®© £¨°®²°®¯»© ²¥§®° ° £  2k + 1 ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¯¥-°¥±² ®¢®ª ²¥§®°  ~�E : : :E| {z }k�1 ° § .�§®²°®¯»© ²¥§®° ¨¬¥¥² ®¤¨ ª®¢»¥ ª®¬¯®¥²» ¢® ¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®¢ -»µ ¡ §¨± µ; £¨°®²°®¯»© ²¥§®° ¨¬¥¥² ®¤¨ ª®¢»¥ ª®¬¯®¥²» ¢® ¢±¥µ ®°²®-®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± µ ®¤®© ®°¨¥² ¶¨¨.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ²¥§®° X { ¨§®²°®¯¥,   fikg, fjsg { ¤¢  ®°²®®°¬¨°®-¢ »µ ¡ §¨± . � ¡ §¨±¥ fikg ²¥§®° X ¨¬¥¥² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥X = Xks:::tikis : : : it:�»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨© ¡ §¨± fikg ¢ fjsg, ².¥.²¥§®° Q = ikjk. �®£¤ X = AvQ(X) = Xks:::t(ik �Q)(is �Q) : : : (it �Q) == Xks:::tjkjs : : : jt:� ª,  ¯°¨¬¥°, E = �ksikis ¢® ¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± µ.�®¿²¨¿ ¨§®²°®¯®±²¨ ¨ £¨°®²°®¯®±²¨ ¯°¨¬¥¨¬» ¨ ª ¯±¥¢¤®²¥§®° ¬.�±¥¢¤®²¥§®° � = �E�E ¡³¤¥², ®·¥¢¨¤®, ¨§®²°®¯»¬. �±¥¢¤®²¥§®°» ·¥²®£®° £  ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª® £¨°®²°®¯»¬¨. �°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ²¥§®°®¢ ¿¢«¿¾²±¿¯±¥¢¤®²¥§®°» ¢²®°®£® ° £  "E ¨ (a� b)c.�¯° ¦¥¨¿.102. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ ®¡° §³¥²£°³¯¯³. 59



103. �¡° §³¥² «¨ £°³¯¯³ ¬®¦¥±²¢® ¥±®¡±²¢¥® ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢?104. � ª®¢  £°³¯¯  ¢¥¸¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°  �E� aa?105. �®ª § ²¼ ¨§®²°®¯®±²¼ ¯±¥¢¤®²¥§®°  � = �E�E.106. �®ª § ²¼ ¨§®²°®¯®±²¼ ²¥§®°  E�E�E.x25. �¥§®°»¥ ´³ª¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°®© ´³ª¶¨¥©  §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥, ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ¥±ª®«¼ª¨¬ ²¥§®° ¬ ° §«¨·»µ ° £®¢ ¨§ ¥ª®²®°®£® ¬®¦¥±²¢  ²¥-§®° ° £  q: X1 2 �p1; X2 2 �p2; : : : ; Xk 2 �pk;Y = f(X1;X2; : : : ;Xk); Y 2 �q:�°¨¬¥°®¬ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ° ±±¬®²°¥ ¿ ¢ ¯.8 «¨¥© ¿´³ª¶¨¿ l(X) = L � X ®¤®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² , ±² ¢¿¹ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥²¥§®° ¬ ° £  p ²¥§®°» ° £  q (L 2 �p+q). �¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥» ¯°¨¬¥°» ´³ª¶¨©¥±ª®«¼ª¨µ ²¥§®°»µ  °£³¬¥²®¢:f1(X1;X2) = X1 �X2; f1 : �2 ��2 ! �2;f2(X1;X2;X3) = X1X2X3; f2 : �p1 ��p2 ��p3 ! �p1+p2+p3 ;f3(x1;x2;X3) = x1 �X3 � x2; f:�1 ��1 ��p ! �p�2:� ±±¬®²°¨¬ ®±®¡® ±«³· © ´³ª¶¨¨ ®¤®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² . �³±²¼ Y =f(X) { ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¨§�p ¢ �q. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¨±µ®¤®¥¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ n. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¢ �p ¨ �q ¥ª®²®°»¥¡ §¨±»: X = Xks:::lekes : : :el;Y = Y ij:::meiej : : :em:�®£¤  ´³ª¶¨® «¼ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ Y = f(X) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥Y ij:::m = ~f ij:::m(Xks:::l):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ f(X) ¬®¦® ¯®±² -¢¨²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ nq ±ª «¿°®§ ·»µ ´³ª¶¨© ®² np ±ª «¿°»µ  °£³¬¥²®¢.� ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥  §»¢ ¾² ª®¬¯®¥²»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ²¥§®°®© ´³ª-¶¨¨. �±®, ·²® ¢¨¤ ª®¬¯®¥²»µ ´³ª¶¨© ±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ -§¨± . x26. �°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨.60



�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®¢®ª³¯®±²¼ ®°²®£® «¼»µ ²¥§®°®¢ Q, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯°¨ ¢±¥µ¤®¯³±²¨¬»µ § ·¥¨¿µ  °£³¬¥²®¢ ¢¥°® ° ¢¥±²¢®f hAvQ(X1); AvQ(X2); : : : AvQ(Xk)i = AvQ [f(X1; X2; : : :Xk)] : §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ f .�«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £°³¯¯®¢»µ ±¢®©±²¢ ¬®¦¥±²¢  ²¥§®°®¢, ®¯¨± ®£® ¤ »¬®¯°¥¤¥«¥¨¥¬, ®£° ¨·¨¬±¿ ±«³· ¥¬ ´³ª¶¨¨ ®¤®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² :Y =f(X), X 2 �p, Y 2 �q. �²®¡» ¯°®¢¥°¨²¼ § ¬ª³²®±²¼, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® Q1 ¨Q2 ¯°¨ ¤«¥¦ ² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ f(X). �²® ®§ · ¥², ·²®f hAvQ1(X)i = AvQ1 [f(X)] ; f hAvQ2(X)i = AvQ2 [f(X)] :�»·¨±«¨¬ f hAvQ1�Q2(X)i = f hAvQ2 �AvQ1(X)�i == AvQ2 hf �AvQ1(X)�i = AvQ2 hAvQ1(f(X))i = AvQ1�Q2[f(X)]:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®° Q1 �Q2 ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨. �±±®¶¨ -²¨¢®±²¼ ¨  «¨·¨¥ ¢ £°³¯¯¥ ¥¤¨¨·®£® ½«¥¬¥²  ®·¥¢¨¤». �±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¢ £°³¯¯¥ ®¡° ²®£® ½«¥¬¥² , ²® ¥±²¼ ²®² ´ ª², ·²® ¢¬¥±²¥ ± ²¥-§®°®¬ Q £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¨ ²¥§®° QT. �»·¨±«¿¥¬f �AvQT(X)� = AvE �f �AvQT(X)�� = AvQ�QT �f �AvQT(X)�� == AvQT �AvQ �f �AvQT(X)��� = AvQT �f �AvQ �AvQT(X)��� == AvQT hf �AvE(X)�i = AvQT[f(X)]:�°®¢¥°ª  § ¢¥°¸¥ . � ¬¥²¨¬, ·²® ¤  ¿ ±µ¥¬  ¯°®¢¥°ª¨ ª®°°¥ª²®±²¨  ¢²®-¬ ²¨·¥±ª¨ ¯¥°¥®±¨²±¿   ±«³· © ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¨±«   °£³¬¥²®¢ ²¥§®°®©´³ª¶¨¨ f . x27. �§®²°®¯»¥ ²¥§®°»¥ ´³ª¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ¨§®²°®¯®© (£¨°®²°®¯®©), ¥±-«¨ ¥¥ £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«®© ®°²®£® «¼®© £°³¯¯®© (±®¡±²¢¥®®°²®£® «¼®© £°³¯¯®©).�±«¨ ´³ª¶¨¿ ¨§®²°®¯ , ²® ¥¥ § ·¥¨¥   \¯®¢¥°³²»µ"  °£³¬¥² µ ±®¢-¯ ¤ ¥² ± \¯®¢¥°³²»¬" § ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨   ±² °»µ  °£³¬¥² µ ¯°¨ «¾¡»µ¯®¢®°®² µ.�¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥» ³±«®¢¨¿ ¨§®²°®¯®±²¨ ¤«¿  ¨¡®«¥¥ · ±²® ¢±²°¥· ¾¹¨µ±¿²¨¯®¢ ´³ª¶¨® «¼»µ § ¢¨±¨¬®±²¥©. 61



1) y = f(x): f(x �Q) = f(x) �Q;2) y = f(X); X 2 �2: f(QT �X �Q) = f(X);3) Y = f(X); X;Y 2 �2:f(QT �X �Q) = QT � f(X) �Q:�¥®°¥¬ . �®¬¯®¥²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¨§®²°®¯®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ ®¤¨ -ª®¢® ¢® ¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± µ.�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¢ ±«³· ¥ ´³ª¶¨¨ ®¤®£®  °£³¬¥²  Y = f(X). � ±-±¬®²°¨¬ ¤¢  ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨±  fikg ¨ fjmg:X = Xks:::tikis : : : it = ~Xks:::tjkjs : : : jt;Y = Ymn:::rimin : : : ir = ~Ymn:::rjmjn : : : jr:�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®¬¯®¥²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ´³ª¶¨¨ f(X) ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ -¨¨ ¯¥°¢®£® ¨§ ¨µ ¨¬¥¥² ¢¨¤Ymn:::r = fmn:::r(Xks:::t):� ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤®ª § ²¼, ·²® ª®¬¯®¥²» ~Ymn:::r ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ~Xks:::t ± ¯®-¬®¹¼¾ ²¥µ ¦¥ ´³ª¶¨© fmn:::r (¡¥§ ²¨«¼¤»).�¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ®°²®£® «¼»© ²¥§®° Q = j tit, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨© ¡ §¨± j¢ ¡ §¨± i. �¡®§ ·¨¬X1 = AvQ(X) = ~Xks:::tikis : : : it; Y1 = AvQ(Y) = ~Ymn:::rimin : : : ir:� ª ª ª f(X) ¨§®²°®¯ , ²® ²¥§®° Q ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¥¥ £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨,   § -·¨² Y1 = f(X1):�¡  ²¥§®°  ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° ¢¥±²¢¥ § ¤ » ¢ ¡ §¨±¥ fikg, ¯®½²®¬³ ´³ª¶¨®- «¼ ¿ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¨µ ª®¬¯®¥² ¬¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¿¬¨ fmn:::r (¡¥§²¨«¼¤»!): ~Ymn:::r = fmn:::r( ~Xks:::t):�®ª § ²¥«¼±²¢® § ¢¥°¸¥®.�®¬¯®¥²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ £¨°®²°®¯®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ ®¤¨ ª®¢® ¢®¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¡ §¨± µ ®¤¨ ª®¢®© ®°¨¥² ¶¨¨.� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°».1. f(x;y) = x � y.f(x �Q;y �Q) = (x �Q) � (Y �Q) = x �Q �QT � y = x � y { ´³ª¶¨¿ ¨§®²°®¯ .2. f(X1;X2) = X1 �X2; X1;X2 2 �2.f(QT �X1 �Q;QT �X2 �Q) = QT �X1 �Q �QT �X2 �Q =62



= QT �X1 �X2 �Q = QT � f(X1;X2) �Q { ´³ª¶¨¿ ¨§®²°®¯ .3. f(X) = trX:tr (QT �X �Q) = tr (Q �QT �X) = trX { ´³ª¶¨¿ ¨§®²°®¯ .�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ ° ±±¬®²°¥»¥ ° ¼¸¥ ¤¥©±²¢¨¿ ± ²¥§®° ¬¨, § ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ª®±®£® ³¬®¦¥¨¿, ¿¢«¿¾²±¿ ¨§®²°®¯»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ±¢®¨µ  °-£³¬¥²®¢.4. y = L � x; L 2 �2.f(x �Q) = L � (x �Q) = (L �QT) � x;f(x) �Q = (L � x) �Q = (QT � L) � x:�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ²¥§®°  L f(x)�Q 6= f(x�Q), ¯®½²®¬³ ¤  ¿ ´³ª¶¨¿ ¢®®¡¹¥£®¢®°¿ ¥ ¡³¤¥² ¨§®²°®¯®©. �¤ ª®, ¬®¦®  ©²¨ ² ª¨¥ ²¥§®°» L, ¯°¨ ª®²®°»µ´³ª¶¨¿ ¨§®²°®¯ : L �QT = QT �L ¨«¨ L = Q �L �QT ¯°¨ «¾¡®¬ ®°²®£® «¼®¬²¥§®°¥ Q. �®±«¥¤¥¥ ³±«®¢¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯®±²¨ ²¥§®° L. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³ª¶¨¿ f(x) = L � x ¨§®²°®¯  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¨§®²°®¯¥ ²¥§®° L. � ¬¥²¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ f(X;x) = X � x ¨§®²°®¯ .x28. �¥®°¥¬» ®¡ ®¡¹¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿µ ¨§®²°®¯»µ ²¥§®°»µ´³ª¶¨©.1. �ª «¿°®-§ ·»¥ ´³ª¶¨¨ ¢¥ª²®°®£®  °£³¬¥² �¥®°¥¬ . �¾¡ ¿ ±ª «¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ®¤®£® ¢¥ª²®°®£®  °-£³¬¥²  ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ¤«¨» ±¢®¥£®  °£³¬¥² .�²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®·¥¢¨¤®: ¢¥ª²®° ¬®¦® µ ° ª²¥°¨§®-¢ ²¼ ¤«¨®© ¨ ³£« ¬¨  ª«®  ª ®±¿¬; ¯°¨ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ (¯®-¢®°®² µ) ¤«¨  ®±² ¥²±¿ ¥¨§¬¥®©,   ³£«» ¬¥¿¾²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ ¨ ¯°¨¨¬ ¿ «¾¡»¥ § ·¥¨¿, ¯®½²®¬³ ±ª «¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ¥¬®¦¥² § ¢¨±¥²¼ ®² ¢¥«¨·¨» ½²¨µ ³£«®¢.�«³· © ¥±ª®«¼ª¨µ ¢¥ª²®°»µ  °£³¬¥²®¢   «®£¨·¥ ¯°¥¤»¤³¹¥¬³: ±ª -«¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©´³ª¶¨¾ ®² ±ª «¿°»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢.2. �ª «¿°®-§ ·»¥ ´³ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² �¯°¥¤¥«¥¨¥. �¾¡ ¿ ±ª «¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ¥±ª®«¼ª¨µ ²¥-§®°»µ  °£³¬¥²®¢  §»¢ ¥²±¿ ±®¢¬¥±²»¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ½²¨µ ²¥§®°®¢. �¾¡ ¿±ª «¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ²¥§®°   §»¢ ¥²±¿ ¨¢ -°¨ ²®¬ ½²®£® ²¥§®° .�°¨¬¥° ¬¨ ¨¢ °¨ ²®¢ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  ¢ ±¬»±«¥ ¤ ®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¥£® £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» Ik ¨ ¬®¬¥²» trXk.�¥®°¥¬ .�¾¡ ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ±ª «¿°®-§ · ¿ ´³ª¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥-§®°  ¢²®°®£® ° £  ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ¥£® £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢, ²® ¥±²¼ f(X) ='(I1; I2; I3). 63



�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³, ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ £« ¢»µ ¨¢ °¨ -²®¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®²°®¯®©. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ x1, x2, x3 ±®¡±²¢¥»¥·¨±«  ²¥§®°  X. �®£¤ , ¢ ±¨«³ (15.5),I1 = x1 + x2 + x3;I2 = x1x2 + x2x3 + x3x1;I3 = x1x2x3:�« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¿¢«¿¾²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬¨ ´³ª¶¨-¿¬¨ ¥£® ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³ª¶¨¾ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢¬®¦® ±·¨² ²¼ ´³ª¶¨¥© ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©. �®±«¥¤¿¿ ¦¥ ¡³¤¥² ¨§®²°®¯ ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® ¯°¨  ¢²®¬®°´¨§¬¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®° ¥ ¬¥¿¾²±¿: X = x1d1d1 + x2d2d2 + x3d3d3;QT �X �Q = x1d�1d�1 + x2d�2d�2 + x3d�3d�3; d�k = dk �Q:�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» § ¯¨¸¥¬ ´³ª¶¨¾ f(X) ¢ ¢¨¤¥f(X) = '(xk; ds);£¤¥ xk { ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±« ,   ds { ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ²¥§®° - °£³¬¥² . � ª¡»«® ¯®ª § ® ¢»¸¥, ¯°¨  ¢²®¬®°´¨§¬¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¥ ¬¥¿¾²±¿,   ±®¡±²-¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¯®¢®° ·¨¢ ¾²±¿, ¯°¨·¥¬ ¢»¡®°®¬ ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  Q ¨µ®°¨¥² ¶¨¾ ¬®¦® ±¤¥« ²¼ «¾¡®©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯®±²¨ f(X)¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:'(xk; ds) = '(xk; d�s)¤«¿ «¾¡®© ®°²®®°¬¨°®¢ ®© ²°®©ª¨ d�s. �®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²®´³ª¶¨¿ ' ¯°®±²® ¥ § ¢¨±¨² ®² ds. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ' ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ²®«¼ª® ±®¡-±²¢¥»µ § ·¥¨© ²¥§®°®£®  °£³¬¥² .�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯®±²¨ ´³ª¶¨¨ f(X) ¢«¥·¥² ±¢®©±²¢®±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ´³ª¶¨¨ '(x1; x2; x3). �®±«¥¤¥¥ ®§ · ¥², ·²® § ·¥¨¥ ´³ª-¶¨¨ ' ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ «¾¡®© ¯¥°¥±² ®¢ª¥  °£³¬¥²®¢. �§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®°²®£®- «¼®£® ²¥§®°  Q ²¥§®° Q1 = d3d3 + d1d2 � d2d1, ®±³¹¥±²¢«¿¾¹¨© ¯®¢®°®²  90� ¢®ª°³£ ®±¨ d3, ¯®«³·¨¬QT1 �X �Q1 = x2d1d1 + x1d2d2 + x3d3d3�»²¥ª ¾¹¥¥ ¨§ ¨§®²°®¯®±²¨ ´³ª¶¨¨ f ±®®²®¸¥¨¥f(X) = f(QT1 �X �Q1)®·¥¢¨¤® ½ª¢¨¢ «¥²® ±«¥¤³¾¹¥¬³'(x1; x2; x3) = '(x2; x1; x3):64



� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®±²¼ ' ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£¨µ ¯¥°¥±² ®¢®ª °£³¬¥²®¢ x1, x2, x3. �² ª ' { ±¨¬¬¥²°¨· ¿ ´³ª¶¨¿ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©²¥§®°  ¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ´³ª¶¨¿ ¥£® £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ I1, I2, I3.�«¿ ¥±¨¬¬¥²°¨·®£®  °£³¬¥²  ¯°¥¤»¤³¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¥±¯° ¢¥¤«¨¢ . �¥©±²-¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ´³ª¶¨¾ f(X) = tr (X �XT), ®·¥¢¨¤®¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¨§®²°®¯®©. �³±²¼ X = ab, ²®£¤  X �XT = b2aa, tr (X �XT) = a2b2.�®«³·¥®¥ § ·¥¨¥ f(X) ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥® ·¥°¥§ £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²»²¥§®°  X, ¨¬¥¾¹¨¥ ¢¨¤ I1 = tr (ab) = a � b, I2 = I3 = 0.3. �¨¬¬¥²°¨·®-§ ·»¥ ´³ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² �¥®°¥¬ . �§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ Y = f(X),  °£³¬¥² ¨ § ·¥¨¥ ª®²®°®© ¿¢-«¿¾²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬¨ ²¥§®° ¬¨ ¢²®°®£® ° £ , ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢¢¨¤¥ Y = f0E+ f1X+ f2X2; (28:1)£¤¥ f0, f1, f2 { ¥ª®²®°»¥ ±ª «¿°®-§ ·»¥ ¨§®²°®¯»¥ ´³ª¶¨¨ ²¥§®°  X (².¥.´³ª¶¨¨ ¥£® £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢).�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬»  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿�¥¬¬ . �±«¨ ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿ Y = f(X),  °£³¬¥² ¨ § ·¥¨¥ ª®²®°®©{ ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ²¥§®°», ¨§®²°®¯ , ²® ²¥§®°-§ ·¥¨¥ Y ±®®±¥ ± ²¥§®°®¬ °£³¬¥²®¬ X, ².¥. £« ¢»¥ ®±¨ (¨«¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°») ½²¨µ ²¥§®°®¢ ±®¢-¯ ¤ ¾².�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ d ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ²¥§®° X,   ·¥°¥§ � { ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ½²®¬³ ¢¥ª²®°³ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥. �®£¤ d �X = X � d = �d:�³ª¶¨¿ f(X) ¨§®²°®¯ , ².¥.QT � f(X) �Q = f(QT �X �Q)¤«¿ «¾¡®£® ®°²®£® «¼®£® ²¥§®° Q. �®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥Q ²¥§®°E�2dd, ®±³-¹¥±²¢«¿¾¹¨© ®²° ¦¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ¢¥ª²®°³ d.�®£¤  QT �X �Q = (E� 2dd) �X � (E� 2dd) == X � 2dd �X� 2X � dd+ 4dd �X � dd == X � 2�dd� 2�dd + 4�dd = X:�·¨²»¢ ¿, ·²® f(X) = Y, ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯®±²¨ § ¯¨¸¥¬ ¢ ¢¨¤¥(E� 2dd) �Y � (E� 2dd) = f(X) = Y;®²ª³¤  (E� 2dd) �Y = Y � (E� 2dd)¨«¨ dd �Y = Y � dd:65



�¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ¯®«³·¥®£® ²¥§®°®£® ° ¢¥±²¢    ¢¥ª²®° d. � °¥§³«¼² ²¥¯®«³·¨¬ d �Y = (d �Y � d)d:�¡®§ · ¿ ·¨±«® ¢ ±ª®¡ª µ ª ª �0, ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬d �Y = �0d;²® ¥±²¼ ¢¥ª²®° d ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¨ ²¥§®° -§ ·¥¨¿. �®ª § -²¥«¼±²¢® «¥¬¬» § ¢¥°¸¥®.�¥°¥µ®¤¨¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬». �¡®§ ·¨¢ ·¥°¥§ xk ¨ yk ±®¡±²¢¥»¥·¨±«  ²¥§®°®¢ X ¨ Y = f(X) ±®®²¢¥²±²¢¥®, § ¯¨¸¥¬ ±¯¥ª²° «¼»¥ ° §«®¦¥-¨¿ ½²¨µ ²¥§®°®¢ ¢ ¢¨¤¥X = x1d1d1 + x2d2d2 + x3d3d3;Y = y1d1d1 + y2d2d2 + y3d3d3(±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ²¥§®°®¢X ¨Y ®¤¨ ª®¢» ¢ ±¨«³ ¤®ª § ®© «¥¬¬»). � ªª ª Y = f(X), ²® yk ¥±²¼ ´³ª¶¨¨ ®² xj. � ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©®²®±¨²¥«¼® f0, f1 ¨ f2: 8><>: y1 = f0 + f1x1 + f2x21;y2 = f0 + f1x2 + f2x22;y3 = f0 + f1x3 + f2x23: (28:2)�»·¨±«¨¬ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼:������� 1 x1 x211 x2 x221 x3 x23 ������� = (x1 � x2)(x2 � x3)(x3 � x1):�±«¨ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®°  X ° §«¨·», ²® ±¨±²¥¬  (28.2) ¨¬¥¥² ¥¤¨-±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥, ¨ ¢¥«¨·¨» f0, f1 ¨ f2 ¿¢«¿¾²±¿ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ´³ª-¶¨¿¬¨ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ²¥§®°  X (¨«¨ ¥£® £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢).�¬®¦ ¿ ¯¥°¢®¥ ¨§ ³° ¢¥¨© (28.2)   d1d1, ¢²®°®¥ {   d2d2, ²°¥²¼¥ {  d3d3 ¨ ±ª« ¤»¢ ¿ ¯®«³·¥»¥ ° ¢¥±²¢ ,  µ®¤¨¬Y = f0E+ f1X+ f2X2:� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· © ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ²¥§®°  X. �³ª-¶¨¨ f0, f1 ¨ f2 ³¦¥ ¥ ¡³¤³² ®¯°¥¤¥«¥» ®¤®§ ·®, ® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (28.1)¯®-¯°¥¦¥¬³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®±²°®¥®.�³±²¼,  ¯°¨¬¥°, x2 = x3 6= x1. � ª ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¯.16, ²¥§®° X ¢ ½²®¬±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¶¥«³¾ ¯«®±ª®±²¼ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»µ ¢¥ª²®-°³ d1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ² ª³¾ ¦¥ ¯«®±ª®±²¼ ¨¬¥¥² ¨ ²¥§®° Y,   § ·¨² ¨ ³ ¥£®±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ y2 ¨ y3 ±®¢¯ ¤ ¾². � ±¨«³ ±ª § ®£® ²°¥²¼¥ ³° ¢¥¨¥ ¨§(28.2) ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢²®°»¬ ¨ ¯®½²®¬³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®²¡°®¸¥®. �®«®¦¨¬ f2 = 0.�¨±²¥¬  (28.2) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ ( y1 = f0 + f1x1y2 = f0 + f1x266



�¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®© ±¨±²¥¬» ®²«¨·¥ ®² ³«¿, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥«¨·¨» f0 ¨ f1¬®£³² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥».� ±«³· ¥ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ¢±¥µ ²°¥µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ²¥§®°  X ¡³¤³² ±®¢¯ -¤ ²¼ ¨ ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ²¥§®° Y, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ²°¨ ³° ¢¥¨¿ (28.2)®ª ¦³²±¿ ° ¢®±¨«¼»¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢®¥ ¨§ ¨µ, ¯®«®¦¨¢ ¢ ¥¬ f1 = f2 = 0.�®£¤  f0 = y1, ².¥. ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢¨¤  (28.1) ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥.�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» § ¢¥°¸¥®.� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ·¨±²®  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬:¨ª ª¨µ ®£° ¨·¥¨©, ±¢¿§ »µ ± £« ¤ª®±²¼¾,   ´³ª¶¨¾ f(X) ¥  ª« ¤»-¢ ¥²±¿.4. �¥ª®²®°»¥ ²¥®°¥¬» ®¡ ®¡¹¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿µ ¨§®²°®¯»µ ²¥§®°»µ ´³ª-¶¨©�±¥ ²¥®°¥¬» ¤ ®£® ° §¤¥«  ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥» ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .�¥®°¥¬ . �ª «¿°®-§ · ¿ ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°  x ¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  X¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ±«¥¤³¾¹¨µ ¸¥±²¨ ¢¥«¨·¨:px � x; Ik(X); x �X � x; x �X2 � x:�¢¥ ¯®±«¥¤¨¥ ¢¥«¨·¨»  §»¢ ¾²±¿ ®²®±¨²¥«¼»¬¨ ¨¢ °¨ ² ¬¨; ®¨µ ° ª²¥°¨§³¾² ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¢¥ª²®°  ®²®±¨²¥«¼® £« ¢»µ ®±¥© ²¥§®°  X.�¥®°¥¬ . �¾¡®© ±®¢¬¥±²»© ¨¢ °¨ ² ¤¢³µ ±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°®¢ ¯°¥¤-±² ¢«¿¥² ±®¡®© ´³ª¶¨¾ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ ª ¦¤®£® ¨§ ²¥§®°®¢ Ik(X1),Ik(X2),   ² ª¦¥ ®²®±¨²¥«¼»µ ¨¢ °¨ ²®¢tr (X1 �X2); tr (X21 �X2); tr (X1 �X22); tr (X21 �X22): (28:3)�¾¡®© ±®¢¬¥±²»© ¨¢ °¨ ² ²°¥µ ±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°®¢ ¡³¤¥² ´³ª¶¨¥©±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢ ¤¶ ²¨ ¤¢³µ ¢¥«¨·¨:{ ¨¢ °¨ ²» ª ¦¤®£®  °£³¬¥²  (9 ¢¥«¨·¨);{ ¯ °»¥ ®²®±¨²¥«¼»¥ ¨¢ °¨ ²» ¢¨¤  (28.3) (12 ¢¥«¨·¨: ¯® ·¥²»°¥ ¤«¿ª ¦¤®© ¨§ ²°¥µ ¯ °);{ ®¡¹¨© ¨¢ °¨ ² tr (X1 �X2 �X3).�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¨±«  ±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°®¢,²® ¨µ ¯®«»©  ¡®° ¨¢ °¨ ²®¢ ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ ±®¢¬¥±²»µ ¨¢ °¨ ²®¢ª ¦¤®© ¨§ ¢®§¬®¦»µ ²°®¥ª ²¥§®°®¢ ±¨±²¥¬»; ¯°¨ ½²®¬  ¤® ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§° ±±¬®²°¥¨¿ ²¥ ¨§ ®²®±¨²¥«¼»µ ¨¢ °¨ ²®¢, ª®²®°»¥ ²®¦¤¥±²¢¥»¬¨ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ±¢®¤¿²±¿ ª ³¦¥ ¨¬¥¾¹¨¬±¿.�¥®°¥¬ . �§®²°®¯ ¿ ¢¥ª²®°®-§ · ¿ ´³ª¶¨¿,  °£³¬¥² ¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿-¾²±¿ ¢¥ª²®° ¨ ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°, ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ª ªf(x; X) = (f0E+ f1X + f2X2) � x;£¤¥ fk { ±®¢¬¥±²»¥ ¨¢ °¨ ²»  °£³¬¥²®¢.�¥®°¥¬ . �§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ¤¢³µ ±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°»µ  °£³¬¥²®¢,§ ·¥¨¥¬ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £ , ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥f(X1; X2) = f0E+ f1X1 + f2X21 + f3X2 + f4X22+67



+f5(X1 �X2+X2X1)+f6(X21 �X2+X2X21)+f7(X1 �X22+X22X1)+f8(X21 �X22+X22X21);£¤¥ fk { ±®¢¬¥±²»¥ ¨¢ °¨ ²»  °£³¬¥²®¢.� ±«³· ¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¨±«  ±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°»µ  °£³¬¥²®¢ ¯°¥¤-±² ¢«¥¨¥ ¨§®²°®¯®© ´³ª¶¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤f(X1; X2; : : : ; XN ) = f0E+ NXi=1(fi1Xi + fi2X2i )++ NXj=1 NXi=1hfij1(Xi �Xj +Xj �Xi) + fij2(X2i �Xj +Xj �X2i )++ fij3(Xi �X2j +X2j �Xi) + fij4(X2i �X2j +X2j �X2i )i:�¯° ¦¥¨¿.107. �®ª § ²¼ ª®°°¥ª²®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨¥±ª®«¼ª¨µ ²¥§®°»µ  °£³¬¥²®¢108. � ª¨¬ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ²¥§®°A, ·²®¡» ´³ª¶¨¿ f(X) = tr (A�X), £¤¥X 2 �2,¡»«  ¡» ¨§®²°®¯®©?109. �®ª § ²¼, ·²® ´³ª¶¨¾ Y = XT ¥¢®§¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²-®£® ²°¥µ·«¥  ®² X.x29. �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ²¥§®°»µ ´³ª¶¨©.�³±²¼ f(X) { ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¨§ �p ¢ �q.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ²¥§®° ° £  p + q, ®¡®§ · ¥¬»© f;X,·²® ¤«¿ «¾¡®£® ²¥§®°  B 2 �p ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥f;X �B = @@�f(X + �B)j�=0; (29:1)²® ½²®² ²¥§®° f;X  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ f ¯® ²¥§®°®¬³ °£³¬¥²³ X.� ¬¥²¨¬, ·²® · ±² ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ @@� ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®©´³ª¶¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ±®®²®¸¥¨¥¬@@�f(X+ �B)j�=0 = lim�!0 f(X+ �B)� f(X)� :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®°®© ¯°®¨§¢®¤®© ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ®¡-®¡¹¥¨¥¬ ¯®¿²¨¿ ¯°®¨§¢®¤®© ®¡»·®© ±ª «¿°®-§ ·®© ´³ª¶¨¨.68



�¡®§ ·¨¬ ²¥§®° B ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ (29.1) ·¥°¥§ dX,   @@�f(X+�B)j�=0 ·¥°¥§df . �®£¤  ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¤°³£®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨,ª ª «¨¥©®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© ¥¥ ¯®«®£® ¯°¨° ¹¥¨¿:df = f;X � dX: (29:2)�®®²®¸¥¨¥ (29.2) ¢ °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ³¤®¡»¬ ¤«¿ ¯° ª²¨·¥±ª®£®¢»·¨±«¥¨¿ ²¥§®°»µ ¯°®¨§¢®¤»µ.� ´¨ª±¨°³¥¬ ¥ª®²®°»© ¢¥ª²®°»© ¡ §¨± fekg:X = Xmn:::kemen : : :ek;Y = Y rs:::teres : : :et:�®¬¯®¥²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ´³ª¶¨¨ f ¨¬¥¥² ¢¨¤Y rs:::t = f rs:::t(Xmn:::k):�®¤±² ¢¨¢ ¥£® ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ±®®²®¸¥¨¿ (29.1), ¯®«³·¨¬@@�f rs:::t(Xmn:::k + �Bmn:::k)eres : : :etj�=0 = @f rs:::t@Xmn:::kBmn:::keres : : :et:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ²¥§®° f;X ¨¬¥¥² ¢¨¤f;X = @f rs:::t@Xmn:::k eres : : :et| {z }q ¢¥ª²®°®¢ emen : : :ek| {z }p ¢¥ª²®°®¢ : (29:3)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®¬¯®¥²» ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®-¡®© ±®¢®ª³¯®±²¼ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ª®¬¯®¥²»µ ´³ª¶¨© ¯® ª®¬¯®¥² ¬²¥§®° - °£³¬¥² .� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ · ±²»¥ ±«³· ¨.1. �¥ª²®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°®£®  °£³¬¥² .�®«³·¨¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤®© ´³ª¶¨¨ y = f(x) ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬±®®²®¸¥¨¿ (29.2): df = f;x � dx¨«¨ (dyk)ek = f;x � dxiei:�·²¿, ·²® dyk = @yk@xsdxs, ¯®«³· ¥¬f;x = @yk@xsekes:�·¥¢¨¤®, ·²® ¯®«³·¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ · ±²»¬ ±«³· ¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿(29.3).2. �ª «¿°®-§ · ¿ ´³ª¶¨¿ ²¥§®°®£®  °£³¬¥² .69



�³±²¼ y = f(X), X 2 �2. �»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  df ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬° §«¨·»µ (ª®-, ª®²° ¢ °¨ ²»µ ¨ ±¬¥¸ »µ) ª®¬¯®¥² ²¥§®°  X ¨¬¥¥²¢¨¤ df = @f@XmndXmn = @f@XmndXmn = @f@Xm:n dXm:n = @f@X :nm dX :nm :� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ·¥²»°¥ ° §«¨·»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ²¥-§®°  f;X: f;X = @f@Xmnemen = @f@Xmnemen = @f@Xm:n emen = @f@X :nm emen:�«¿ ° §«¨·»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  � = f;X ¬» ¯®«³·¨«¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ±«¥¤³¾¹¨¥¢»° ¦¥¨¿: �mn = @f@Xmn ; �mn = @f@Xmn ; �:nm = @f@Xm:n ; �m:n = @f@X :nm : (29:4)�±«¨ ¦¥ ´³ª¶¨¿ f(X) ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² ,²® ¯®«³·¥»¥ ´®°¬³«» ¯¥°¥±² ¾² ¡»²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨. �²® ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²®´³ª¶¨¿ f ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ § ¢¨±¨² ³¦¥ ¥ ®² ¤¥¢¿²¨,   ²®«¼ª® ®² ¸¥±²¨ ¥§ ¢¨-±¨¬»µ  °£³¬¥²®¢. �«¿ ª®°°¥ª²¨°®¢ª¨ ´®°¬³« (29.4) § ¬¥²¨¬ ± · « , ·²® ¯°®-¨§¢®¤ ¿ ±ª «¿°®-§ ·®© ´³ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ®¡° ²¨²¼±¿ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ (29.1),³·¥±²¼, ·²® ²¥§®° B { ±¨¬¬¥²°¨·»© ¨ ¢±¯®¬¨²¼, ·²® ¯®«®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°     ²¨±¨¬¬¥²°¨·»© ° ¢® ³«¾, ²® «¥£ª® ³±² ®¢¨²¼,·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (29.1) ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ²®·®±²¼¾¤® ¯°®¨§¢®«¼®©  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®© ±®±² ¢«¿¾¹¥©. �®½²®¬³ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±-²¨ ¯®« £ ¥¬ ½²³  ²¨±¨¬¬¥²°¨·³¾ · ±²¼ ³«¥¢®©.�° ¢¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢  ¢»° ¦¥¨¿:df = @f@X11dX11 + @f@X12dX12 + @f@X13dX13 + : : :¨ �� dX = h�11e1e1 + �12(e1e2 + e2e1) + : : :i�� hdX11e1e1 + dX12(e1e2 + e2e1) + : : :i == �11dX11 + 2�12dX12 + : : : :�²® ±° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ±«¥¤³¾¹¨¬ ¢»° ¦¥¨¿¬ ¤«¿ ª®¬¯®¥² ¯°®¨§¢®¤®©:�11 = @f@X11 ; �12 = 12 @f@X12 ¨ ².¤.� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°».1) f(X) = X; X 2 �2.�»·¨±«¨¬ f;X, ¨±¯®«¼§³¿ (29.1).@@�f(X + �B)j�=0 = B;70



² ª¨¬ ®¡° §®¬, f;X �B = B, ¨ ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª § ¤ ·¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ²¥§®°  ·¥²-¢¥°²®£® ° £ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® «¨¥©®© ´³ª¶¨¨ l(B) = B. � ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬´®°¬³«» (8.1) «¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ½²®² ²¥§®° ¨¬¥¥² ¢¨¤X;X = (EE)T(2;3):� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥(XT);X = (EE)T(2;4):2) Y = f(X) = X2.�»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ½²®© ´³ª¶¨¨ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ (29.2). �®-«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  dY:dY = d(X �X) = dX �X +X � dX:�®±ª®«¼ª³ ²¥§®°»X ¨ dX ¥ ®¡¿§ » ¡»²¼ ª®¬¬³² ²¨¢»¬¨, ²® dX2 6= 2X�dX;² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®«³·¨²¼ ®¡¹³¾ ´®°¬³«³ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ±²¥¯¥¨ ²¥§®° ,  «®£¨·³¾ ±«³· ¾ ´³ª¶¨¨ ®¤®£® ¯¥°¥¬¥®£®, ¥¢®§¬®¦®. �®§¢° ¹ ¿±¼ ª¯°¨¬¥°³ ¨ ¢±¯®¬¨ ¿, ·²® ¤¨´´¥°¥¶¨ « dY ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥dY = f;X � dX;ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ±«³· ¥ ¯®«³· ¥¬ § ¤ ·³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ²¥§®°  L, ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¥£® «¨¥©®© ´³ª¶¨¨l(dX) = dX �X +X � dX:�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ½²®² ²¥§®° (ª ª ° § ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© ±®¡®© ¨±ª®¬³¾¯°®¨§¢®¤³¾) ¨¬¥¥² ¢¨¤ L = (XE)T(2;4) + (XE)T(2;3):x30. �°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨.�¥®°¥¬ . �°®¨§¢®¤ ¿ ¨§®²°®¯®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®²°®¯®©²¥§®°®© ´³ª¶¨¥©.�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ¯°®¢¥¤¥¬ ¤«¿ · ±²®£® ±«³· ¿ ±ª «¿°®-§ ·®©´³ª¶¨¨ f : �2 ! �0, ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯®±²¨ ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¢¨¤f(QT �X �Q) = f(X):�°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨ f(X) ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �(X). �±¯®«¼§³¿ ³±«®¢¨¥ ¨§®²°®¯-®±²¨, ¢»·¨±«¿¥¬@@�f(X + �B)j�=0 = @@�f(QT �X �Q+ �QT �B �Q)j�=0:71



� ³·¥²®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤®© (29.1) ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ° ¢¥±²¢® ¬®¦® ¯°¥®¡-° §®¢ ²¼ ª ¢¨¤³ �(X)�B = �(QT �X �Q)� (QT �B �Q):�° ¢ ¿ · ±²¼ ¯®«³·¥®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬�(QT �X �Q)� (QT �B �Q) = tr ��(QT �X �Q) �QT �BT �Q� == tr �Q ��(QT �X �Q) �QT �BT� = �Q ��(QT �X �Q) �QT��B:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® ²¥§®°  B ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ±®®²®¸¥¨¥h�(X)�Q ��(QT �X �Q) �QTi�B = 0�§ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨B ±«¥¤³¥², ·²® ¢»° ¦¥¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡ª µ ¤®«¦® ¡»²¼²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢® ³«¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬,�(X) = Q ��(QT �X �Q) �QT¨«¨ �(QT �X �Q) = QT ��(X) �Q:�®«³·¥®¥ ° ¢¥±²¢® (¢»¯®«¿¾¹¥¥±¿ ¤«¿ ¢±¥µ § ·¥¨©  °£³¬¥²  X ¨ ¤«¿«¾¡®£® ®°²®£® «¼®£® ²¥§®°  Q) ®§ · ¥² ¨§®²°®¯®±²¼ ´³ª¶¨¨ �(X). �®ª -§ ²¥«¼±²¢® § ¢¥°¸¥®.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¡»«® ¤®ª § ® ¡®«¥¥ ®¡¹¥¥, ·¥¬ ± ¬  ²¥®°¥¬ ,³²¢¥°¦¤¥¨¥,   ¨¬¥® ²®² ´ ª², ·²® ¥±«¨ ®°²®£® «¼»© ²¥§®°Q ¯°¨ ¤«¥¦¨²£°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ´³ª¶¨¨ f(X), ²® ® ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¨ £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¥¥ ¯°®-¨§¢®¤®©. �²® ®§ · ¥², ·²® £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°®¨§¢®¤®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨±®¤¥°¦¨² ¢ ±¥¡¥ £°³¯¯³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ± ¬®© ¨±µ®¤®© ´³ª¶¨¨.x31. �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�¾¡ ¿ ±ª «¿°®-§ · ¿ ¨§®²°®¯ ¿ ´³ª¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °-£³¬¥²  ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ ±¢®¥£®  °£³¬¥² :f(X) = f(I1; I2; I3):�²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤®©´³ª¶¨¨ f : f;X = @f@I1I1;X + @f@I2I2;X + @f@I3I3;X:� ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ @f=@Ik ±¢¿§ » ± ª®ª°¥²»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨f(X),   ¢®² ¯°®¨§¢®¤»¥ £« ¢»µ ¨¢ °¨ ²®¢ ²¥§®°  ¬®£³² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥»¿¢®. �¬¥® ½²®¬³ ¢»·¨±«¥¨¾ ¨ ¯®±¢¿¹¥ ¤ »© ¯³ª².72



1) I1(X) = trX.�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ I1;X ¯°¥®¡° §³¥¬ ¢»° ¦¥¨¥dI1 = d( trX) = d( tr (E �X)) = d(E�X) = E� dX:�²±¾¤  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® I1;X = E: (31:1)2) I2(X) = 12( tr 2X� trX2).�»·¨±«¿¥¬ dI2 = 12[2 trX d( trX)� tr d(X2)] == 12[2 trXE� dX� tr (dX �X+X � dX)] == 12[2 trXE� dX� 2 tr (X � dX)]= ( trXE�XT)� dX:� ª¨¬ ®¡° §®¬, I2;X = E trX �XT: (31:2)3) I3 = detX.�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤®© § ¤ ¤¨¬ ²¥§®° X ¥£® ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢ ¥ª®²®°®¬®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (29.1). �»·¨±«¨¬@@� ������� X11 + �B11 X12 + �B12 X13 + �B13X21 + �B21 X22 + �B22 X23 + �B23X31 + �B31 X32 + �B32 X33 + �B33 �������j�=0 :� ¬¥²¨¬, ·²® ¤  ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¡³¤¥² ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ¯°¨ � ¢ ¯¥°-¢®© ±²¥¯¥¨ ¢ ° §«®¦¥¨¨ ¯°¨¢¥¤¥®£® ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯® ±²¥¯¥¿¬ � (·«¥± �0 ®¡° ²¨²±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¨; ·«¥» ± �2 ¨ �3 ¯®±«¥ ¤¨´´¥-°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¡³¤³² ¯°®¯®°¶¨® «¼» � ¨ �2 ±®®²¢¥²±²¢¥®,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,®¡° ²¿²±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ � = 0). � ³·¥²®¬ ±ª § ®£®, ¢»° ¦¥¨¾ ¤«¿¯°®¨§¢®¤®© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¬®¦® ¯°¨¤ ²¼ ¢¨¤X11(X22B33 +B22X33 �X23B32 �B23X32) +B11(X22X33 �X23X32)�X12(X33B21 +B33X21 �X23B31 �B23X31)�B12(X21X33 �X23X31)+X13(X21B32 +B21X32 �X22B31 �B22X31) +B11(X21X32 �X22X31):�®¡¨° ¿ ±« £ ¥¬»¥ ¯°¨ ¢¥«¨·¨ µ Bks, ¯®«³·¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥ § ¯¨¸¥¬ ª ªB11(X22X33 �X23X32) +B22(X11X33 �X13X31) +B33(X11X22 �X12X21)+B12(X31X23 �X21X33) +B13(X21X32 �X31X22) +B21(X12X33 �X13X32)+B23(X12X31 �X11X32) +B31(X12X23 �X13X22) +B32(X13X21 �X11X23):73



�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ Bks ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥¤®¯®«¥¨¿ ª ½«¥¬¥² ¬ Xks ¬ ²°¨¶» ª®¬¯®¥² ²¥§®°  X.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°, ¬ ²°¨¶  ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ª®²®°®£® ±®¢¯ ¤ ¥² ±²° ±¯®¨°®¢ ®© ¬ ²°¨¶¥©  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¤®¯®«¥¨© ¬ ²°¨¶» ±¬¥¸ »µª®¬¯®¥² ²¥§®°  X (¢  «£¥¡°¥ ² ª ¿ ¬ ²°¨¶   §»¢ « ±¼ ¯°¨±®¥¤¨¥®©)  -§»¢ ¥²±¿ ¯°¨±®¥¤¨¥»¬ ²¥§®°®¬ ¤«¿ ²¥§®°  X ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ X?.� ³·¥²®¬ ±¤¥« ®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢»° ¦¥¨¾ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤®© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿¬®¦® ¯°¨¤ ²¼ ¢¨¤ @@� jXmn + �Bmnjj�=0 = Bsk ~Xks;£¤¥ ~Xks { ª®¬¯®¥²» ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ²¥§®° . � ª¨¬ ®¡° §®¬,@@�I3(X+ �B)j�=0 = (X?)T �B;±«¥¤®¢ ²¥«¼® I3;X = (X?)T: (31:31)�±«¨ ²¥§®° X ¥®±®¡»©, ²®, ª ª ¨§¢¥±²® ¨§  «£¥¡°», ®¡° ²»© ª ¥¬³ ¬®-¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥ ·¥°¥§ ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¯® ´®°¬³«¥ X�1 = (detX)�1(X?)T.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ´®°¬³«  ¯°®¨§¢®¤®© ²°¥²¼¥£® ¨¢ °¨ ²  ¯°¨-¬¥² ¢¨¤ I3;X = I3X�T: (31:32)� ³·¥²®¬ ¯®«³·¥»µ ´®°¬³« (31.1){(31.32) ¢»° ¦¥¨¾ ¯°®¨§¢®¤®© ±ª «¿°-®-§ ·®© ¨§®²°®¯®© ´³ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥²  ¬®¦®¯°¨¤ ²¼ ¢¨¤ f;X =  @f@I1 + I1 @f@I2!E� @f@I2X+ I3 @f@I3X�1: (31:4)x32. �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ¨§®²°®¯®© ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨, °£³¬¥² ¨ § ·¥¨¥ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·»¬¨²¥§®° ¬¨ ¢²®°®£® ° £ .�³±²¼ § ¤   ¨§®²°®¯ ¿ ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿Y = f(X) (32:1)±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² , § ·¥¨¿¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ±¨¬¬¥²-°¨·»¥ ²¥§®°» ¢²®°®£® ° £ . � ¯¨¸¥¬ ±¯¥ª²° «¼®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¥¥  °£³-¬¥²  ¨ § ·¥¨¿: X = 3Xk=1 xkdkdk; Y = 3Xk=1 ykdkdk; (32:2)£¤¥ dk { ¥¤¨¨·»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ²¥§®°®¢ X ¨ Y, xk ¨ yk = yk(x1; x2; x3){ ¨µ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿. 74



�³±²¼ ²¥§®° X ¿¢«¿¥²±¿, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ´³ª¶¨¥© ¥ª®²®°®£® ±ª «¿°®£®¯ ° ¬¥²°  t. �¢¿§¼ (32.1) ¯°¥¢° ¹ ¥² ²¥§®° Y ¢ ´³ª¶¨¾ ½²®£® ¦¥ ¯ ° ¬¥²° .� ¸  ¶¥«¼ ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¯°®¨§¢®¤®© dY=dt (ª®²®°³¾ ¬» ¡³¤¥¬®¡®§ · ²¼ _Y) ·¥°¥§ ¯°®¨§¢®¤³¾ _X.�  ®±®¢ ¨¨ (32.2) ¨¬¥¥¬_X = 3Xk=1( _xkdkdk + xk _dkdk + xkdk _dk);_Y = 3Xk=1( _ykdkdk + yk _dkdk + ykdk _dk): (32:3)�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ° ¢¥±²¢® ds � dk = �sk, ¯®«³· ¥¬_dsdk + ds _dk = 0; (32:4)  ¢ · ±²®¬ ±«³· ¥, ¯°¨ s = k_dk � dk = 0 (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® k!). (32:5)�§ (32.3), (32.5)  µ®¤¨¬d1 � _X � d1 = _x1; d2 � _X � d2 = _x2; d3 � _X � d3 = _x3;d1 � _Y � d1 = _y1 = @y1@x1 _x1 + @y1@x2 _x2 + @y1@x3 _x3:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,d1 � _Y � d1 = @y1@x1 (d1 � _X � d1) + @y1@x2 (d2 � _X � d2) + @y1@x3 (d3 � _X � d3):� «®£¨·® ¯®«³· ¥¬d2 � _Y � d2 = @y2@x1 (d1 � _X � d1) + @y2@x2 (d2 � _X � d2) + @y2@x3 (d3 � _X � d3);d3 � _Y � d3 = @y3@x1 (d1 � _X � d1) + @y3@x2 (d2 � _X � d2) + @y3@x3 (d3 � _X � d3): (32:6)�¬®¦¨¬ ²¥¯¥°¼ (32.3) ±«¥¢    d1,   ±¯° ¢  {   d2. �·¨²»¢ ¿ (32.4), ¯®«³·¨¬d1 � _Y � d2 = y2d1 � _d2 + y1 _d1 � d2 = (y1 � y2) _d1 � d2;d1 � _X � d2 = (x1 � x2) _d1 � d2:�§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢   µ®¤¨¬:_d1 � d2 = d1 � _X � d2x1 � x2 ;  § ·¨², d1 � _Y � d2 = y1 � y2x1 � x2d1 � _X � d2:75



� «®£¨·® ¯®«³· ¥¬ d1 � _Y � d3 = y1 � y3x1 � x3d1 � _X � d3;d2 � _Y � d3 = y2 � y3x2 � x3d2 � _X � d3: (32:7)�®°¬³«» (32.6), (32.7) ¤ ¾² ¢»° ¦¥¨¥ ¢±¥µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  _Y ·¥°¥§ ª®¬¯®-¥²» ²¥§®°  _X.�«¿ ´³ª¶¨¨ · ±²®£® ¢¨¤  Y = Xp · ±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ @yk=@xs ®¡° ¹ -¾²±¿ ¢ ®«¼ ¯°¨ k 6= s. � ½²®¬ ±«³· ¥ ´®°¬³«» (32.7) ¬®£³² ¡»²¼ ³²®·¥» ¤«¿±«³· ¿ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ª ª®©-«¨¡® ¯ °» ±®¡±²¢¥»µ ·¨±¥« ²¥§®°  X. �³±²¼,  ¯°¨-¬¥°, x2 = x3. �®£¤  ¨ y2 = y3, ¨ ¯®±«¥ ¯°¥¤¥«¼®£® ¯¥°¥µ®¤  ¯®±«¥¤¿¿ ´®°¬³« ¢ (32.7) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ d2 � _Y � d3 = dy2dx2d2 � _X � d3:33. � «¨²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ .�³±²¼ f : �2 ! �2.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �±«¨ ²¥§®°®-§ ·³¾ ´³ª¶¨¾ f(X) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢¢¨¤¥ ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  f(X) = 1Xk=0 ckXk; (33:1)²® ² ª ¿ ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿  §»¢ ¥²±¿   «¨²¨·¥±ª®©.�µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤  (33.1) ¯®¨¬ ¥²±¿ ¯® ®°¬¥ kXk = pX�X. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼,·²® ½²®² °¿¤ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¨§®²°®¯³¾ ²¥§®°³¾ ´³ª¶¨¾.� ®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ¢¢®¤¨²¼ ² ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ª ª sinX,expX ¨ ².¯., ¯®«¼§³¿±¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨   «¨²¨·¥±ª¨¬¨ ° §«®¦¥¨¿¬¨ ª« ±-±¨·¥±ª¨µ ±ª «¿°»µ ´³ª¶¨©. � ±«³· ¥ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°®£®  °£³¬¥² f(X) = f(�1d1d1 + �2d2d2 + �3d3d3) = 1Xk=0 ck�k1d1d1 + 1Xk=0 ck�k2d2d2 + 1Xk=0 ck�k3d3d3:�®«³·¥®¥ ° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ´³ª¶¨¨ ²¨¯  sinX ¬®£³²¡»²¼ ½ª¢¨¢ «¥²»¬ ®¡° §®¬ ¢¢¥¤¥» ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬:sinX def= sin�1d1d1 + sin�2d2d2 + sin�3d3d3:�¥§®° X ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ (33.1) ¢®¢±¥ ¥ ®¡¿§  ¡»²¼ ¡»²¼ ±¨¬¬¥²°¨·»¬.�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ´®°¬³«» � ¬¨«¼²® -�½«¨ ª ¦¤³¾ ±²¥¯¥¼ X¢ (33.1) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²®£® ²°¥µ·«¥  ®² X ± ª®½´´¨¶¨¥² -¬¨, § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² ¨¢ °¨ ²®¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¾¡ ¿   «¨²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿¤®¯³±ª ¥² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ f(X) = f0E+ f1X + f2X2: (33:2)76



�° ¢¨¢ ¿ ½²®² °¥§³«¼² ² ± °¥§³«¼² ²®¬ ¯.28 (¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (28.1)), ¯®«³· ¥¬,·²® ¢ ¢¨¤¥ (33.2) ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ¨§®²°®¯»¥ ´³ª¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£® °£³¬¥²  ¨ ¯°®¨§¢®«¼»¥   «¨²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨. � ±«³· ¥ ¨§®²°®¯»µ ´³ª-¶¨©, ¥ ¿¢«¿¾¹¨µ±¿   «¨²¨·¥±ª¨¬¨, ³±«®¢¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨  °£³¬¥²  ±³-¹¥±²¢¥®: ¤ ¦¥ ² ª³¾ ¯°®±²³¾ ´³ª¶¨¾, ª ª Y = XT (®·¥¢¨¤®, ¨§®²°®¯³¾¨ ¥   «¨²¨·¥±ª³¾) ¥¢®§¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²®£® ²°¥µ·«¥ .� ±±¬®²°¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ´³ª¶¨¾expX = 1Xk=0 1k!Xk:�·¥¢¨¤®, ·²® (expX)T = exp(XT). � ®²«¨·¨¥ ®² ª« ±±¨·¥±ª®£®   «¨§ , ¢®®¡¹¥£®¢®°¿ expX �expY 6= exp(X+Y). �®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ¡³¤¥² ¢»¯®«¿²¼±¿ «¨¸¼¤«¿ ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ ²¥§®°®¢, ²® ¥±²¼ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ X �Y = Y �X. �±«¨ ²¥§®°X ¥®±®¡»©, ²® expX � exp(�X) = E.� ¯¨± ¢ ½ª±¯®¥²³ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  X ¢ ¢¨¤¥expX = 3Xs=1 e�sdsds;¤«¿ det (expX) ¯®«³· ¥¬ ¢»° ¦¥¨¥det (expX) = e�1e�2e�3 = e�1+�2+�3 = e trX: (33:3)�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ´®°¬³«  (33.30 ¢¥°  ¨ ¤«¿ ¥±¨¬¬¥²°¨·»µ ²¥§®°®¢.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®£®  °£³¬¥² , ².¥. ¢»° ¦¥¨¥exp
 ¯°¨ 
T = �
. � ª ¡»«® ¯®ª § ® ¢»¸¥, (exp
)T = exp(�
), ±«¥¤®¢ -²¥«¼® exp
 � (exp
)T = E;²® ¥±²¼ ²¥§®° exp
 ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬. �±«¨ ²¥§®° 
 ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥
 = �k �E (k {¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®°), ²® ®°²®£® «¼»© ²¥§®° Q = exp(�k �E)§ ¯¨¸¥²±¿ ² ª (±°. ± ´®°¬³«®© (14.1))Q = (E� kk) cos�+ kk � k �E sin�:� ª ®²¬¥· «®±¼ ¢ ¯.29, ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ´³ª¶¨¨Xn ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥±¼¬  ²°³-¤®¥¬ª®© § ¤ ·¥©, ¯°¨·¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤®© ² ª®© ´³ª¶¨¨ ±®±²®¨²¨§ n ±« £ ¥¬»µ. �²® ®§ · ¥², ·²® ´®°¬³«» ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ª« ±±¨·¥±ª®£®  «¨§  ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¨¬¥¥» ª   «¨²¨·¥±ª¨¬ ´³ª¶¨¿¬ ²¥§®°®£®  °£³-¬¥² .�° ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«  ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥  ¤«¿ ±ª -«¿°®-§ ·®© ´³ª¶¨¨ '(X) ¢¨¤  '(X) = tr f(X), £¤¥ f(X) {   «¨²¨·¥±ª ¿´³ª¶¨¿ ¢¨¤  (33.1). � ½²®¬ ±«³· ¥d' = d( tr f(X)) = tr df(X) = 1Xk=0 ck tr d(Xk):77



�»° ¦¥¨¥ tr d(Xk) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:tr d(Xk) = tr (dX �X � : : : �X| {z }k�1 +X � dX � : : : �X + : : :+X � : : : �X| {z }k�1 �dX) == tr (kXk�1 � dX) = k(XT)k�1 � dX:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ( trXk);X = k(XT)k�1;  § ·¨² ( tr f(X));X = f 0(XT):� ¯®±«¥¤¥¬ ° ¢¥±²¢¥ f ¨ f 0 ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±ª «¿°»¬ ´³ª¶¨¿¬ ª« ±±¨·¥±ª®£®  «¨§ . � ª,  ¯°¨¬¥°, ( tr sin(X));X = cosXT:�®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ¢»° ¦¥¨¿¬¨ I2 ¨ I3 ·¥°¥§ ¬®¬¥²» trXk, ¬®¦® ¯®«³-·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤»µ ´³ª¶¨© I2(f(X)) ¨ I3(f(X)).�¯° ¦¥¨¿.110. �®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ®¡ ¨§®²°®¯®±²¨ ¯°®¨§¢®¤®© ¨§®²°®¯®© ²¥§®°®©´³ª¶¨¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ° £®¢  °£³¬¥²  ¨ § ·¥¨¿ ´³ª¶¨¨111. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨Y = (K�X)E; K; X 2 �2:112. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨y(X) = tr cosX; X 2 �2:113. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨Y(x) = ax+ (b � x)E; a; b = const:114. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨y(X) = 3(I1 � 3)� + 4(I2 � 3)�£¤¥ I1; I2 { £« ¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ²¥§®°  X.115. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨y(X) = tr expX; X 2 �2:78



116. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨y(X) = ln detX; X 2 �2:117. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨y(x) = x �B � x; B 2 �2; B = const:118. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® ²¥§®°®¬³  °£³¬¥²³ ´³ª¶¨¨y(X) = 3( trX)X�:119. �°®¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ²¼ ¯® ²¥§®°®¬³  °£³¬¥²³ ´³ª¶¨¾y(X) = pX �X;£¤¥ X { ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ .120. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨ÿ(X) = ( tr cosX)�:121. �°®¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ²¼ ´³ª¶¨¾y(X) = det (X �B �X); B = const; B; X 2 �2:122. � ©²¨ ¢²®°³¾ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨y(x) = x �B � x; B = BT = const:123. �»·¨±«¨²¼ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® ²¥§®°®¬³  °£³¬¥²³ X 2 �2 ´³ª¶¨¨y(X) = B�XT; B 2 �2:124. �°®¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ²¼ ¯® ²¥§®°®¬³  °£³¬¥²³ ´³ª¶¨¾y(X) = ( detX)4;£¤¥ X 2 �2:125. � ©²¨ ¢²®°³¾ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® ¢¥ª²®°®¬³  °£³¬¥²³ (y;x);x ¤«¿ ´³ª¶¨¨y = (a � x)2, £¤¥ a = const:126. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨y = a �XT;£¤¥ X 2 �2, a = const: 79



127. � ©²¨ ¯°®¨§¢®¤³¾ ²¥§®°®© ´³ª¶¨¨y = ( trX)X � a;£¤¥ X 2 �2, a = const:x34. �¢ª«¨¤®¢® ²®·¥·®¥ ¯°®±²° ±²¢®.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®·¥·»¬ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ( ´´¨»¬) ¯°®±²° ±²¢®¬ E3  §»¢ -¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢, ¨¬¥³¥¬»µ ²®·ª ¬¨ ¨ ®¡®§ · ¥¬»µ a� , b� ¨ ².¤.,ª®²®°®¥ ±¢¿§ ® ± ¢¥ª²®°»¬ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ �3 ®²®¡° ¦¥¨¥¬ l :E3 � E3 ! �3, ±² ¢¿¹¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ³¯®°¿¤®·¥®© ¯ °¥ ²®·¥ª ¥ª®-²®°»© ¢¥ª²®° l(a� ; b� ), ®¡®§ · ¥¬»© !a�b� ¨ ®¡« ¤ ¾¹¨© ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:1. �«¿ «¾¡»µ ²°¥µ ²®·¥ª a� , b� , c� ¨§ E3!a�b� + !b�c� + !c�a� = 0:2. �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ a� 2 E3 ¨ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  h 2 �3 ±³¹¥±²¢³¥², ¯°¨·¥¬ ¥¤¨±²-¢¥ ¿ ²®·ª  b� , ² ª ¿ ·²® !a�b� = h.�§ ±¢®©±²¢  1 ®²®¡° ¦¥¨¿ l(a� ; b� ) ±° §³ ¢»²¥ª ¥², ·²®!a�a� = 0;!a�b� + !b�a�= 0 ¨«¨ !a�b� = � !b�a� :�¢®©±²¢® 2 ¤ ¥² ®±®¢ ¨¿ ¤«¿ ±«¥¤³¾¹¥© ³±«®¢®© § ¯¨±¨:b� = a� + h:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® (a� + h) + k = a� + (h + k):�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ b� ²®·ª³ a� + h,   ·¥°¥§ c� { ²®·ª³ b� + k. �®£¤ 0 = !a�b� + !b�c� + !c�a� = h + k+ !c�a� :�«¥¤®¢ ²¥«¼® !a�c� = h + k; ²® ¥±²¼ c� = a� + (h+ k):�°®±²° ±²¢® E3 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬; ¢ ¥¬ ¥ ®¯°¥¤¥«¥» ®¯¥° ¶¨¨ ±«®-¦¥¨¿ ²®·¥ª ¨«¨ ³¬®¦¥¨¿ ²®·¥ª   ·¨±« .�±«¨ § ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ O� ¢ E3, ²® ²®£¤  «¾¡®© ²®·ª¥ x� 2 E3(¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  2) ¬®¦® ¯®±² ¢¨²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥»©¢¥ª²®° R, ² ª®© ·²® x� = O� + R. �¨ª±¨°®¢ ¨¥ ²®·ª¨ O�  §»¢ ¥²±¿ ¢»¡®°®¬ · «  ®²±·¥² ,   ¢¥ª²®° R  §»¢ ¥²±¿ ° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ ²®·ª¨ x� . �®±«¥ ¢»¡®°  · «  ®²±·¥²  ¬¥¦¤³ ½«¥¬¥² ¬¨ E3 ¨ �3 ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥80



±®®²¢¥²±²¢¨¥, ².¥. ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ¨¬¥¥² ±¢®© ° ¤¨³±-¢¥ª²®°, ¨ «¾¡®¬³ ° ¤¨³±-¢¥ª²®°³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®° ¿ ²®·ª .�±«¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ �3 § ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ¥ª®²®°»© ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±ik, ²® ª®¬¯®¥²» Xk ° ¤¨³±-¢¥ª²®°  R = Xkik, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ²®·ª¥ x� ,¢ ½²®¬ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¤¥ª °²®¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨²®·ª¨ x� .�¢²®¬®°´¨§¬®¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ E3  §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥ S(x� ) : E3 ! E3,®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬:j !x�y� j = j !S(x� )S(y� ) j:�§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨© ®·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ S(x� ) ¤®«¦® ±¢®-¤¨²¼±¿ ª ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¯®¢®°®²  ¨ ¯ ° ««¥«¼®£® ¯¥°¥®± ,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, § ¯¨-±»¢ ²¼±¿ ¢ ¢¨¤¥ S(x� ) = a�+ !O�x� �Q;£¤¥ Q { ¥ª®²®°»© ®°²®£® «¼»© ²¥§®° (§ ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ¤ ®£® ¯°¥®¡-° §®¢ ¨¿ a� = S(O� )). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ Q = E (¥² ¯®¢®°®² ). �®£¤ S(x� ) = a�+ !O�X� : ���������1 ���������1XXXXXXXXXXXXy XXXXXXXXXXXXy q qqqa� O� x�S(x�)�·¥¢¨¤®, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ S(x� ) ®¯¨±»¢ ¥² ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®± (²° ±«¿¶¨¾)  ¢¥ª²®° !O�a� . �³±²¼ ²¥¯¥°¼ a� = O� . �®£¤  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ S(x� ) = O�+ !O�x� �Q¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯®¢®°®² (¯«¾±, ¡»²¼ ¬®¦¥², ®²° ¦¥¨¥) ¢®ª°³£ ²®·ª¨ O� .x35. �¥§®°®¥ ¯®«¥. �° ¤¨¥² ²¥§®°®£® ¯®«¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¥§®°»¬ ¯®«¥¬  §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥, ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨  ´´¨®£® ¯°®±²° ±²¢  E3 ®¯°¥¤¥«¥»©²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ : P = P(x� ):�±«¨ ¢ E3 ´¨ª±¨°®¢ ®  · «® ®²±·¥² , ²® ²¥§®°®¥ ¯®«¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ®ª ª ´³ª¶¨¿ ° ¤¨³±-¢¥ª²®°  ²®·ª¨ ¨«¨ ¥¥ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ²:P = P(R) = P(X1;X2;X3):�°¨¬¥° ¬¨ ²¥§®°»µ ¯®«¥© ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¯®«¥ ®°¬ «¥©N   ±´¥°¥ (¢¥ª-²®°®¥ ¯®«¥), ¯®«¥ ° ¤¨³±-¢¥ª²®°  R (¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥), ¯®«¥ ¢¨¤  E�NN (¯®«¥²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £ ). 81



�³±²¼ P(x� ) 2 �q { ¥ª®²®°®¥ ²¥§®°®¥ ¯®«¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ²¥§®° ° £  q + 1, ®¡®§ · ¥¬»© rP ¨«¨GradP, ² ª®© ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  a ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥a � rP = @@�P(x� + �a)j�=0;²® ½²®² ²¥§®° rP  §»¢ ¥²±¿ £° ¤¨¥²®¬ ²¥§®°®£® ¯®«¿ P(x� ).�¡®§ ·¨¢ a ª ª dR, ¯®«³·¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥:dR � rP = dP: (35:1)�® ®§ · ¥², ·²® ·¥°¥§ £° ¤¨¥² ¢»° ¦ ¥²±¿ «¨¥© ¿ · ±²¼ ¯°¨° ¹¥¨¿ ²¥-§®°®£® ¯®«¿ ¯°¨ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¨ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨ ¢ ±®±¥¤¾¾ ± ¥©.�®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ £° ¤¨¥²  ²¥§®°®£® ¯®«¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ¤¥ª °²®¢»µª®®°¤¨ ²: a � rP = @@�P(Xk + �ak)j�=0 = ak @P@Xk == as�sk @P@Xk = asis � ik @P@Xk = a �  ik @P@Xk! :� ³·¥²®¬ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ ¢¥ª²®°  a ¯®«³· ¥¬rP = ik @P@Xk : (35:2)�±«¨ '(x� ) { ±ª «¿°®¥ ¯®«¥, ²® ¥£® £° ¤¨¥² ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¢¥ª²®°, ¢»·¨±-«¿¥¬»© ¯® ´®°¬³«¥ r' = ik@'=@Xk. �¯¥° ²®° ¢»·¨±«¥¨¿ £° ¤¨¥² r = ik @@Xk §»¢ ¥²±¿  ¡« -®¯¥° ²®°®¬ � ¬¨«¼²® . � ¬¥²¨¬, ·²® ® ¨¬¥¥² ° £ ¢¥ª²®° .x36. �¨¢¥°£¥¶¨¿ ¨ °®²®° ²¥§®°®£® ¯®«¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �¨¢¥°£¥¶¨¥© ²¥§®°®£® ¯®«¿ P  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨ , ®¡®§ -· ¥¬ ¿ r �P ¨«¨ DivP ¨ ¢»·¨±«¿¥¬ ¿ ¯® ´®°¬³«¥r �P = tr (1;2)rP: (36:1)� ³·¥²®¬ ±®®²®¸¥¨¿ (34.1) ¢ ±«³· ¥ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ² ¤«¿ ¤¨¢¥°£¥-¶¨¨¨ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥r �P = ik � @P@Xk :82



� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥» ¢»° ¦¥¨¿ ¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ¢¥ª²®°  ¨ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ :r � a = ik � @@Xk (amim) = �km @am@Xk = @am@Xm = @a1@X1 + @a2@X2 + @a3@X3 ;r �P = ik � @@Xk (Pmnimin) = @Pmn@Xm in = @P11@X1 + @P21@X2 + @P31@X3 ! i1+  @P12@X1 + @P22@X2 + @P32@X3 ! i2+  @P13@X1 + @P23@X2 + @P33@X3 ! i3:� ¬¥²¨¬, ·²® °¥§³«¼² ²®¬ ®¯¥° ¶¨¨ ¤¨¢¥°£¥¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥§®°®¥ ¯®«¥,° £ ª®²®°®£®   ¥¤¨¨¶³ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ° £ ¨±µ®¤®£®.�¯°¥¤¥«¥¨¥. �®²®°®¬ ²¥§®°®£® ¯®«¿ P  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨ , ®¡®§ · ¥¬ ¿r�P ¨«¨ RotP ¨ ¢»·¨±«¿¥¬ ¿ ¢ ±«³· ¥ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ² ¯® ´®°¬³«¥r�P = ik � @P@Xk : (36:2)� ±«³· ¥ ²¥§®°®£® ¯®«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £  ¢»° ¦¥¨¥ ¥£® °®²®°  ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥r�P = ik � @@Xk (Pmn:::timin : : : it) = dkmp @Pmn:::t@Xk ipin : : : it:� · ±²®±²¨, ¤«¿ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¯®«³· ¥¬r� a = dkmp @am@Xk ip =  @a3X2 � @a2@X3! i1 +  @a1X3 � @a3@X1! i2 +  @a2X1 � @a1@X2! i3:�®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥ µ®°®¸® ¨§¢¥±²®£® ±¨¬¢®-«¨·¥±ª®£® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ r� a = ����������� i1 i2 i3@@X1 @@X2 @@X3a1 a2 a3 ����������� :�®²®° ²¥§®°®£® ¯®«¿ ¨¬¥¥² ²®² ¦¥ ° £, ·²® ¨ ± ¬® ¯®«¥.�«¿ «¾¡®£® ¤¢ ¦¤» ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®£® ²¥§®°®£® ¯®«¿ ±¯° -¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿,  §»¢ ¥¬»¥ ´³¤ ¬¥² «¼»¬¨ ²®¦¤¥±²¢ ¬¨ ²¥§®°®£®  «¨§ : r� (rP) = 0; (36:3)r � (r�P) = 0 (36:4)(°®²®° £° ¤¨¥²  ¨ ¤¨¢¥°£¥¶¨¿ °®²®°  «¾¡®£® ²¥§®°®£® ¯®«¿ ²®¦¤¥±²¢¥®° ¢» ³«¾).�¥°¢®¥ ¨§ ¨µ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ®·¥¼ ¯°®±²®. �»·¨±«¿¥¬r� (rP) = ik � @@Xk  im @P@Xm! = ik � im @2P@Xk@Xm :83



�±«¨ ¢ ¯®«³·¥®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ±¤¥« ²¼ § ¬¥³ ¥¬»µ ¨¤¥ª±®¢ (m! k, k ! m),²® ®® § ¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ im � ik @2P@Xm@Xk :�·¨²»¢ ¿, ·²® im � ik = �ik � im,   ¢ ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¢²®°»µ ¯°®¨§¢®¤»µ@2P@Xk@Xm = @2P@Xm@Xk ;¯®«³· ¥¬, ·²® °®²®° £° ¤¨¥²  ¯°®²¨¢®¯®«®¦¥ ¯® § ª³ ± ¬®¬³ ±¥¡¥,   ±«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ° ¢¥ ³«¾.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®¦¤¥±²¢  (36.4) § ¯¨¸¥¬ ²¥§®° P ¢ ¢¨¤¥P = E �P = ikik �P = ikPk (Pk def= ik �P):�®£¤  r � (r�P) = im � @@Xm "in � @@Xn (ikPk)# = im � (in � ik)| {z }I @2Pk@Xm@Xn| {z }II :�»° ¦¥¨¥ I  ²¨±¨¬¬¥²°¨·® ¯® ¨¤¥ª± ¬m, n,   ¢»° ¦¥¨¥ II { ±¨¬¬¥²°¨·®¯® ½²¨¬ ¨¤¥ª± ¬. �®½²®¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ½²¨µ ¢»° ¦¥¨©. ¯°®±³¬¬¨°®¢ »¥¯® ¨¤¥ª± ¬ m, n ° ¢» ³«¾.�¯¥° ¶¨¨ ¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ¨ £° ¤¨¥² ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤«¿ ¢¢¥¤¥¨¿ ¥¹¥ ®¤®£®¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ®¯¥° ²®°  ²¥§®°®£®   «¨§  { ®¯¥° ²®°  � ¯« ±  4:4P def= r � (rP) = r2P:x37. �°¨¢®«¨¥©»¥ ª®®°¤¨ ²».�³±²¼ QM = QM (X1;X2;X3) (M = 1; 2; 3) { ¥ª®²®°»¥ ´³ª¶¨¨ ¤¥ª °²®¢»µª®®°¤¨ ². �±«¨ QM { ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ¿ª®¡¨  ���@QM@Xk ���®²«¨·¥ ®² ³«¿ ¢¥§¤¥, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬, ¡»²¼ ¬®¦¥², ¥±ª®«¼ª¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª¨«¨ «¨¨©, ²® ½²¨ ´³ª¶¨¨  §»¢ ¾²±¿ ª°¨¢®«¨¥©»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨. �±«®¢¨¥�����@QM@Xk ����� 6= 0 (37:1)®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¥ª °²®¢»¬¨ (Xk) ¨ ª°¨-¢®«¨¥©»¬¨ (QM) ª®®°¤¨ ² ¬¨ ²®·ª¨.�®®°¤¨ ²®© ¯®¢¥°µ®±²¼¾  §»¢ ¥²±¿ ¤¢³¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¢ E3, ¯®«³-· ¾¹¥¥±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ´¨ª±¨°®¢ ¨¿ ª ª®©-«¨¡® ®¤®© ¨§ ²°¥µ ª®®°¤¨ ² QM¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¤¢³µ ¤°³£¨µ. �®®°¤¨ ² ¿ «¨¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯°®¨§¢®«¼®¬³ ¨§¬¥¥¨¾ ®¤®© ¨§²°¥µ ª°¨¢®«¨¥©»µ ª®®°¤¨ ² ¯°¨ ´¨ª± ¶¨¨ ¤¢³µ ¤°³£¨µ.84



� ±±¬®²°¨¬ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢RM = rQM = ik @QM@Xk : (37:2)� ±¨«³ (37.1) ¬ ²°¨¶  @QM@Xk  ¿¢«¿¥²±¿ ¥®±®¡®©, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥ª²®°» RM«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»,   § ·¨², ¨µ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨± .�®±²°®¨¬ ¡ §¨±, ¢§ ¨¬»© ª ²®«¼ª® ·²® ° ±±¬®²°¥®¬³:RM �RN = �MN :� §»±ª¨¢ ¿ RN ¢ ¢¨¤¥ RN = BsNis, ¤«¿ ª®¬¯®¥² BsN ¯®«³· ¥¬ik @QM@Xk �BsNis = �MN¨«¨ @QM@Xs BsN = �MN :�®±«¥¤¥¥ ±®®²®¸¥¨¥ ®§ · ¥², ·²® ¬ ²°¨¶  kBsNk ®¡° ²  ¬ ²°¨¶¥ k@QM@Xk k,±«¥¤®¢ ²¥«¼® BsN = @Xs@QN(¤¥©±²¢¨²¥«¼®, @QM@Xk @Xk@QN = @QM@QN = �MN ;².¥. ¬ ²°¨¶  k @Xs@QN k ®¡° ²  ¬ ²°¨¶¥ k@QM@Xk k).� ª¨¬ ®¡° §®¬, RN = @Xs@QN is = @@QN (Xsis) = @R@QN : (37:3)�²® ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°» RN ¿¢«¿¾²±¿ ª ± ²¥«¼»¬¨ ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ª®-®°¤¨ ²»¬ «¨¨¿¬.�¥ª²®°»¥ ¡ §¨±» fRNg ¨ fRMg  §»¢ ¾² ¥±²¥±²¢¥»¬¨ ¡ §¨± ¬¨,  ±±®¶¨-¨°®¢ »¬¨ ± ª°¨¢®«¨¥©»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®¡  ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ª®±®³£®«¼»¬¨ ¨, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¥±²¥±²¢¥®£® ¡ §¨±  ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ², § -¢¨±¿² ®² ²®·ª¨ ¯°®±²° ±²¢ .� °¿¤³ ± ª°¨¢®«¨¥©»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨QM ° ±±¬®²°¨¬ ª ª³¾-¨¡³¤¼ ¤°³-£³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² QN 0, ±¢¿§ ³¾ ± ¤ ®© ±®®²®¸¥¨¿¬¨QN 0 = QN 0(QM): (37:4)� ¬¥  ª®®°¤¨ ² (37.4) ¯°¨¢®¤¨² ª ®¢®¬³ ¥±²¥±²¢¥®¬³ ¡ §¨±³RN 0 = @R@QN 0 ;85



±¢¿§ ®¬³ ±® ±² °»¬ ±®®²®¸¥¨¿¬¨RN 0 = @QN@QN 0RN ; (37:5)¨«¨ RN = @QN 0@QN RN 0: (37:6)� §¨± RN ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¯®   «®£¨·»¬ ´®°¬³« ¬:RN = @QN@QN 0RN 0 (37:7)�®®²®¸¥¨¿ (37.5){(37.6) ±®¢¯ ¤ ¾² ¯® ´®°¬¥ ± ° ¢¥±²¢ ¬¨ (2.3) ± ²®© ° §¨-¶¥©, ·²® ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡ §¨±®¢ ANN 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥-¬¥®©, ².¥. § ¢¨±¨² ®² ²®·ª¨.�³±²¼ R�N (X1;X2;X3) { ¥ª®²®°»© ¯°®¨§¢®«¼»© ¡ §¨± (£« ¤ª® § ¢¨±¿¹¨©®² ²®·ª¨). � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥«¼§¿  ©²¨ ² ª¨¥ ´³ª¶¨¨ QM(Xk), ·²®¡» ¡ §¨±RN ¡»«  ±±®¶¨¨°®¢  ± ª°¨¢®«¨¥©»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨QM . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±-±¬®²°¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ RN dQN . � ±¨«³ ¢»¸¥±ª § ®£® ¥£® ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢¢¨¤¥ RN dQN = @R@QN dQN = dR;².¥. ®® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¦¥ ¡ §¨±  ¢¥«¨·¨-  R�N dQN ¯®«»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬ ¥ ¿¢«¿¥²±¿. � »© ´ ª² ¤ ¥² ®¡º¿±¥¨¥ §¢ ¨¾ "¥±²¥±²¢¥»©" ¡ §¨±. � §¨± R�N , ¤«¿ ª®²®°®£® ¥«¼§¿  ©²¨ ´³ª¶¨¨QM(Xk),  §»¢ ¥²±¿ ¥£®«®®¬»¬.� ¯¨¸¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ £° ¤¨¥²  ²¥§®°®£® ¯®«¿ ¢ ª°¨¢®«¨¥©»µ ª®®°¤¨- ² µ rP = ik @P@Xk = ik @P@QM @QM@Xk = rQM @P@QM = RM @P@QM :�®°¬³«  r = RM @@QM¤ ¥² ¢»° ¦¥¨¥ ®¯¥° ²®°  � ¬¨«¼²®  ¢ ª°¨¢®«¨¥©»µ ª®®°¤¨ ² µ. �¯¥° ¶¨¾¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ¢ ª°¨¢®«¨¥©»µ ª®®°¤¨ ² µ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥r �P = RM � @P@QM ;®¯¥° ¶¨¾ °®²®°  { ¢ ¢¨¤¥ r�P = RM � @P@QM :�¥«¨·¨» GMN = RM �RN  §»¢ ¾²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ª°¨-¢®«¨¥©®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² QM . � ª ¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¡ §¨±®¢ ¥¢ª«¨¤®¢  ¢¥ª²®°-®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¤«¿ ¨µ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿RM = GMNRN ;86



GMN = RM �RN ;RN = GMNRM :x38. �¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ ¢²®°®£® °®¤ . �®¢ °¨ ² ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿.�±³¹¥±²¢«¥¨¥ «¾¡®© ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© ®¯¥° ¶¨¨ (¢»·¨±«¥¨¥ °®²®° , ¤¨-¢¥°£¥¶¨¨, £° ¤¨¥²  ¨«¨ ¨µ ª®¬¡¨ ¶¨©) ¢ ª°¨¢®«¨¥©»µ ª®®°¤¨ ² µ ²°¥¡³¥²°¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¨ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢. � ¯°¨¬¥°,ra = RK @@QK (aNRN ) = RK  @aN@QKRN + aN @RN@QK ! :�®±«¥¤¾¾ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¯® ¡ §¨±³ RM :@RN@QK = �MNKRM : (38:1)�®½´´¨¶¨¥²» �MNK ¢ ² ª®¬ ° §«®¦¥¨¨  §»¢ ¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨ �°¨±²®´´¥«¿¢²®°®£® °®¤ .�¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ ¢²®°®£® °®¤  ¢ ¥±²¥±²¢¥®¬ ¡ §¨±¥ ±¨¬¬¥²°¨·» ¯®¨¦¨¬ ¨¤¥ª± ¬: �MNK = �MKN :�²® ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥±²¢  ¯°®¨§¢®¤»µ@RN@QK = @RK@QN ;¢»¯®«¿¾¹¥£®±¿ ¢ ±¨«³ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ¢²®°»µ ±¬¥¸ »µ ¯°®¨§¢®¤»µ@2R@QK@QN = @2R@QN@QK :�¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¨ ¤«¿ ¥£®«®®¬®£® ¡ §¨± :@R�N@QK = � �MNKR�M(QM { ¯°®¨§¢®«¼»¥ ª°¨¢®«¨¥©»¥ ª®®°¤¨ ²»), ® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¨ ¥ ¡³¤³²±¨¬¬¥²°¨·»¬¨: � �MNK 6= � �MKN :�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±¨¬¢®«®¢ �°¨±²®´´¥«¿ ¢²®°®£® °®¤  ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (¤®ª §»¢ ¥¬®¥ ¢ ª³°± µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© £¥®¬¥²-°¨¨): �MNK = 12GMS  @GNS@QK + @GKS@QN � @GNK@QS ! : (38:2)87



�«¿ ¢»¢®¤  ´®°¬³«» ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨± RM ¯°¥-®¡° §³¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤®© ¯® QM ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ RN �RK:0 = @@QM (RN �RK) = @RN@QM �RK +RN � � SMKRS = @RN@QM �RK + �NMK:�¬®¦¨¢ ° ¢¥±²¢® @RN@QM �RK = ��NMK  RK ¨ ¯°®±³¬¬¨°®¢ ¢ ¯® K, ¯®«³·¨¬@RN@QM �RKRK| {z }E = ��NMKRK ;²® ¥±²¼ @RN@QM = ��NMKRK:�®§¢° ¹ ¿±¼ ª ¯®±² ¢«¥®© ¢  · «¥ ¤ ®£® ¯³ª²  § ¤ ·¥ ¢»·¨±«¥¨¿ £° -¤¨¥²  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿, § ¯¨¸¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ra ¢ ¢¨¤¥ra = RK @aN@QKRN +RKaN�MNKRM :�® ¢²®°®¬ ±« £ ¥¬®¬ ¯®«³·¥®£® ¢»° ¦¥¨¿ ±¤¥« ¥¬ § ¬¥³ ¥¬»µ ¨¤¥ª±®¢M ! N , N !M . �®£¤  ¤«¿ £° ¤¨¥²  ¯®«³· ¥¬ra =  @aN@QK + aM�NMK!RKRN : (38:3)�»° ¦¥¨¥ ¢ ±ª®¡ª µ ®¡®§ · ¥²±¿ rKaN ¨  §»¢ ¥²±¿ ª®¢ °¨ ²®© ¯°®¨§-¢®¤®© ¢¥ª²®°®© ª®¬¯®¥²»:ra = rKaNRKRN : (38:4)�®«³·¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ £° ¤¨¥²  ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  P =PMNRMRN .rP = @PMN@QS RSRMRN + PMNRS� TMSRTRN + PMNRSRM� TNSRT :�¤¥« ¢ ¢® ¢²®°®¬ ±« £ ¥¬®¬ § ¬¥³ ¥¬»µ ¨¤¥ª±®¢ T $M ,   ¢ ²°¥²¼¥¬ T $ N ,¯®«³· ¥¬ rP = rSPMNRSRMRN ; (38:5)£¤¥ rSPMN { ª®¢ °¨ ² ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ , ¤ -¢ ¥¬ ¿ ±®®²®¸¥¨¥¬rSPMN = @PMN@QS + �MTSP TN + �NTSPMT : (38:6)88



� ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ª®¢ °¨ ²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ±«¥¤³¾-¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ¨ °®²®°  ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £ :r �P = rMPMNRN ; (38:7)r�P = rSPMNRS �RMRT : (38:8)x39. �°²®£® «¼»¥ ª°¨¢®«¨¥©»¥ ª®®°¤¨ ²».�¯°¥¤¥«¥¨¥. �°¨¢®«¨¥©»¥ ª®®°¤¨ ²» QM  §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨,¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²» GMN ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ®«¼¯°¨ M 6= N .�·¥¢¨¤®, ·²® ¢ ² ª®¬ ±«³· ¥ ª®®°¤¨ ²»¥ «¨¨¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ «¾¡³¾²®·ª³ ¯°®±²° ±²¢ , ¡³¤³² ®°²®£® «¼» ¤°³£ ¤°³£³.�®«®¦¨²¥«¼»¥ ¤¨ £® «¼»¥ ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª®½´´¨¶¨¥-²®¢ GMM (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® M !) § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª ªGMM = H2M (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® M !):�¥«¨·¨» HM  §»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ � ¬¥ ®°²®£® «¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°-¤¨ ² QM .�«¿ ¢»¿±¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ±¬»±«  ª®½´´¨¶¨¥²®¢� ¬¥ ¢»·¨±«¨¬ ª¢ ¤-° ² ¤«¨» ½«¥¬¥²  ¥ª®²®°®© ¤³£¨:dS2 = dR � dR = @R@QM dQM � @R@QN dQN == RM �RNdQMdQN = GMNdQMdQN = H2N �dQN� 2:�®§¼¬¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤³£¨ ¯¥°¢³¾ ª®®°¤¨ ²³¾ «¨¨¾. �®±ª®«¼ª³ ¢¤®«¼½²®© «¨¨¨ dQ2 = dQ3 = 0, ²® ¤«¿ ½«¥¬¥²  ¤³£¨ ¯®«³· ¥¬dS2(1) = H21 �dQ1� 2¨«¨ dS(1) = H1dQ1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®½´´¨¶¨¥² � ¬¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±-²¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯°¨° ¹¥¨¿ ¤«¨» ¤³£¨ ª®®°¤¨ ²®© «¨¨¨ ®² ¯°¨° ¹¥¨¿±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª®®°¤¨ ²».� ®¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¨±²®«ª®¢ ¨¥ ³¯°®¹ ¥² ¢ °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ¢»·¨±«¥¨¥ª®½´´¨¶¨¥²®¢ � ¬¥. � ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» Q1 =R, Q2 = �, Q3 = Z (°¨±. 3).�·¥¢¨¤®, ·²® dSR = dR, dS� = R d�, dSZ = dZ; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ª®½´´¨-¶¨¥²®¢ � ¬¥ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿:HR = 1; H� = R; HZ = 1:89



X1 X2X3 R� Z�¨±. 3.� ±«³· ¥ ®°²®£® «¼»µ ª®®°¤¨ ² ³¤®¡¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®°²®®°¬¨°®¢ »©¡ §¨± eM def= 1HMRM (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® M !):�¥ª²®°» eM ¥¤¨¨·» ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® HM ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤«¨³ ¢¥ª²®° RM (H2M = RM �RM = jRM j2).� ®²«¨·¨¥ ®² ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ² ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± feMg ¬¥¿¥²±¿®² ²®·ª¨ ª ²®·ª¥, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥¬¥»¬.�® ®¡¹¥© ´®°¬³«¥ ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨± RN = GNMRM :� ²°¨¶  kGMSk ¤¨ £® «¼ , ¯®½²®¬³ ¬ ²°¨¶  kGNKk ¯®«³· ¥²±¿ ®¡° ¹¥¨¥¬¤¨ £® «¼»µ § ·¥¨©:GNK = 0 ¯°¨ N 6= K; GNN = 1H2N (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® N !):�«¥¤®¢ ²¥«¼®, RN = 1H2NRN = 1HN eN (¥ ±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¯® N !):� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¡« -®¯¥° ²®° ¢ ®°²®£® «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤-±² ¢«¥ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥ r = 3XN=1eN 1HN @@QN :�«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ²,  ¯°¨¬¥°,r = eR @@R + 1Re� @@� + eZ @@Z :�°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ®¯¥° ¶¨© ¢ ®°²®£® «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ³¤®¡® § ° ¥¥ ¢»·¨±«¨²¼ ¬ ²°¨¶³ ¯°®¨§¢®¤»µ ¥¤¨¨·»µ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢90



(´®°¬³«» ª®¢ °¨ ²®£® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±¨¬¢®«®¢ �°¨±-²®´´¥«¿ ¢²®°®£® °®¤  ®²®±¿²±¿ ª ±«³· ¾ ¡ §¨±  fRMg,   ¥ feMg). � ¯°®±²»µ±«³· ¿µ ( ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ²) ² ª ¿ ¬ ²°¨¶  ¬®¦¥² ¡»²¼¯®±²°®¥    ®±®¢¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨©.�¡®§ ·¨¬ ®°²», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¬ ª®®°¤¨ ² ¬, ·¥°¥§ eR,e�, eZ. �·¥¢¨¤®, ·²® eZ = i3 = const , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ½²®-£® ¢¥ª²®°  ¡³¤³² ° ¢» ³«¾, � ¤°³£®© ±²®°®», ¢¥ª²®°» eR ¨ e� ¥ § ¢¨±¿²®² ª®®°¤¨ ²» Z, ¯®½²®¬³ ¢ ¬ ²°¨¶¥ ¯°®¨§¢®¤»µ ¡³¤³² ³«¥¢»¬¨ ¨ ²°¥²¼¿±²°®ª , ¨ ²°¥²¨© ±²®«¡¥¶. �«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ®±² ¢¸¨µ±¿ ¯°®¨§¢®¤»µ ° ±±¬®²°¨¬ª®®°¤¨ ²³¾ ¯«®±ª®±²¼ R, � (Z = const ).�¥°¥¬¥±²¨¬ ²®·ª³   dR ¢¤®«¼ ¯¥°¢®© ª®®°¤¨ ²®© «¨¨¨ (°¨±. 4).R dReRe� eR(R+ dR)e�(R + dR)
�¨±. 4.�·¥¢¨¤®, ·²® ¢¥ª²®°» eR ¨ e� ¯°¨ ½²®¬ ¥ ¨§¬¥¿²±¿, ².¥.@eR@R = @e�@R = 0:�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¯°¨° ¹¥¨¿ d� ³£«®¢®© ª®®°¤¨ ²» (°¨±. 5).eRdeRd� AO B
�¨±. 5.91



� ª ª ª ¤«¨  °¥¡¥° ²°¥³£®«¼¨ª AOB ° ¢  ¥¤¨¨¶¥, ²® jdeRj � d�. � ¬ ¦¥¢¥ª²®° deR ¢ ¯°¥¤¥«¥ ±² ®¢¨²±¿ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¬ ¢¥ª²®°³ eR, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®@eR@� = e�:�§¬¥¥¨¥ ¢¥ª²®°  e� ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®  «¨§¨°®¢ ®   «®£¨·»¬ ®¡° §®¬(°¨±. 6). e�de�d�
�¨±. 6.�ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬:@eR@R = 0; @eR@� = e�; @eR@Z = 0;@e�@R = 0; @e�@� = �eR; @e�@Z = 0;@eZ@R = 0; @eZ@� = 0; @eZ@Z = 0:� ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ±«³· ¿µ ¢»·¨±«¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ � ¬¥ ¨ ¬ ²°¨¶» ¯°®¨§-¢®¤»µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¢¥¤¥® ¯® ±«¥¤³¾¹¥© ±µ¥¬¥ (ª®²®°³¾ ¬» ®¯¿²¼ ¯°¨¬¥¨¬ª ±«³· ¾ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ²).� · «  § ¤ ¤¨¬ ´®°¬³«» ±¢¿§¨ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ² ± ª°¨¢®«¨¥©»¬¨:8><>: X1 = R cos�;X2 = R sin�;X3 = Z:� ²¥¬ § ¯¨¸¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ° ¤¨³±-¢¥ª²®°  R ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ½²¨µ ´®°¬³«:R = Xkik = R cos�i1 +R sin�i2 + Zi3:�»·¨±«¿¥¬ ¢¥ª²®°» RN = @R=@QN :R1 = @R=@R = cos�i1 + sin�i2;92



R2 = @R=@� = R(� sin�i1 + cos�i2);R3 = @R=@Z = i3:�·¥¢¨¤®, ·²® ¯®«³·¨¢¸¨¥±¿ ¢¥ª²®°»RN ®°²®£® «¼» ¤°³£ ¤°³£³, ².¥. ° ±±¬ ²-°¨¢ ¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼®©. �®½´´¨¶¨-¥²» � ¬¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¤«¨» ¯®«³·¥»µ ¢¥ª²®°®¢:H1 = pcos2 �+ sin2 � = 1;H2 = pR2 sin2 �+R2 cos2 � = R;H3 = 1:� §¤¥«¨¢ ¢¥ª²®°» RN   ª®½´´¨¶¨¥²» � ¬¥ (².¥.   ¨µ ¤«¨»), ¯®«³·¨¬¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢ eK:eR = cos�i1 + sin�i2;e� = � sin�i1 + cos�i2;eZ = i3:�§ ¯®«³·¥»µ ´®°¬³« ¢¨¤®, ·²® ¡ §¨± feR; e�; eZg ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥-°¥¬¥»¬, ® § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ³£«®¢®© ª®®°¤¨ ²» �. �»·¨±«¿¿ ¯°®¨§¢®¤»¥,¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¯®«³· ¥¬:@eR@� = � sin�i1 + cos�i2 = e�;@e�@� = � cos�i1 � sin�i2 = �eR:� »¥ °¥§³«¼² ²», ¥±²¥±²¢¥®, ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¯®«³·¥»¬¨ ° ¥¥.� ¡®«¥¥ ±«®¦®¬ ±«³· ¥ ±´¥°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² R, �, � (0 � � < 2�; ��2 �
X1 X2X3 R� ��¨±. 7.� � �2 ) (°¨±. 7) ª®½´´¨¶¨¥²» � ¬¥ ² ª¦¥ ¬®£³² ¡»²¼ «¥£ª®  ©¤¥» ¨§ ·¨±²®£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨©:HR = 1; H� = R cos�; H� = R:93



±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»° ¦¥¨¥  ¡« -®¯¥° ²®°  ¨¬¥¥² ¢¨¤r = eR @@R + 1R cos�e� @@� + 1Re� @@�:�»·¨±«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤»µ ¢¥ª²®°®¢ eR, e�, e� ¯® R ¨ � ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   -«®£¨·® ±«³· ¾ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ². �«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤»µ ½²¨µ¢¥ª²®°®¢ ¯® � ³¤®¡® ¢¢¥±²¨ ¤¢  ¥¤¨¨·»µ ¢¥ª²®°  k ¨ e� ¢ ¯«®±ª®±²¨ � = const(°¨±. 8). R �e� k eRe�
�¨±. 8.�®£¤ , ®·¥¢¨¤®, ( eR = e� cos� + k sin�;e� = �e� sin� + k cos�: (39:1)( e� = eR cos� � e� sin�;k = eR sin� + e� cos�: (39:2)�°®¨§¢®¤»¥ ¢¥ª²®°®¢ e� ¨ k ¯® � ¤ ¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿¬¨@e�@� = e�; @k@� = 0:²¥¬ ± ¬»¬ ¯® (39.1)  µ®¤¿²±¿ ¯°®¨§¢®¤»¥ @eR@� ¨ @e�@� . �¥«¨·¨  @e�@� = �e�¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»° ¦¥  ·¥°¥§ eR ¨ e� ± ¯®¬®¹¼¾ (39.2).�ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬@eR@R = 0; @eR@� = cos�e�; @eR@� = e�;@e�@R = 0; @e�@� = � cos�eR + sin�e�; @e�@� = 0;@e�@R = 0; @e�@� = � sin�e�; @e�@� = �eR:94



�¯° ¦¥¨¿.128. � ±ª°»²¼ ±ª®¡ª¨ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ r � (f � g):129. � ±ª°»²¼ ±ª®¡ª¨ ¢ ¢»° ¦¥¨¨r� (f � g):130. � ±ª°»²¼ ±ª®¡ª¨ ¢ ¢»° ¦¥¨¨r � (P � f ); P 2 � 2:131. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r � [(E� !) �R] = 2! + (r� !)�R:132. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r � (P �R) = (r �P)�R ¯°¨ P = PT :133. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r� (r� F) = r(r �F)�r � (rF); F 2 � p:134. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r� (f �R) = R � rf �R(r � f ) + 2f :135. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® tr (r� (! �E)) = �2r � !:136. �®ª § ²¼ ®°²®£® «¼®±²¼ ¨  ©²¨ ª®½´´¨¶¨¥²» �¿¬¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²�, �, z 8>><>>: x1 = ��;x2 = q(�2 � 1)(1� �2);x3 = z:137. �®ª § ²¼ ®°²®£® «¼®±²¼ ¨  ©²¨ ª®½´´¨¶¨¥²» �¿¬¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²�, � , ' 8><>: x1 = �� cos';x2 = �� sin';x3 = (� 2 � �2)=2:95



138. �®ª § ²¼ ®°²®£® «¼®±²¼ ¨  ©²¨ ª®½´´¨¶¨¥²» �¿¬¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²�, � , z 8>>>>><>>>>>: x1 = sh �ch � � cos� ;x2 = sin�ch � � cos� ;x3 = z:139. � ® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f = R��e�. � ©²¨rf ; r � f ; r� f :140. � ® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f = R� cos�e�. � ©²¨rf ; r � f ; r� f :141. � ® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f = R�Ze�. � ©²¨rf ; r � f ; r� f :142. �®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ®¯¥° ²®°  � ¯« ±  ¢ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®-®°¤¨ ².143. �®«³·¨²¼ ®¡¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¤¨¢¥°£¥¶¨¨ ¢¥ª²®°  ¢ ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨±²¥-¬¥ ª®®°¤¨ ².144. �®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ®¯¥° ²®°  � ¯« ±  ¢ ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°-¤¨ ².145. �»·¨±«¨²¼ ¤¨¢¥°£¥¶¨¾ ²¥§®° P = a(R)eReR + b(R)e�e� + b(R)e�e�:146. �»·¨±«¨²¼ ¤¨¢¥°£¥¶¨¾ ²¥§®° P = P12(R)eRe� + P21(R)e�eR + P13(R)eReZ + P31(R)eZeR:147. �»·¨±«¨²¼ ¤¨¢¥°£¥¶¨¾ ²¥§®° P = a(R)eReR + b(R)e�e� + c(R)eZeZ:148. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® r � (ab) = (r � a)b+ a � (rb):149. � ©²¨ °®²®° ²¥§®°®£® ¯®«¿ R2E, £¤¥ R2 = R �R.150. �»·¨±«¨²¼ r� (a�R), £¤¥ a = const:96



151. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r� (a� b) = b � ra+ ar � b� br � a� a � rb:152. �»·¨±«¨²¼ r� (RR):153. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¥ r� a ¢ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ R;�; Z, ¯®« £ ¿a = aReR + a�e� + aZeZ :154. �»·¨±«¨²¼ r � (ER):155. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® r � (�a) = (r�) � a+ �(r � a):156. �®ª § ²¼, ·²® r � (a�R) = 0, ¥±«¨ a { ¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°.157. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¥ r � a ¢ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ, ¯®« £ ¿a = aReR + a�e� + aZeZ :158. �»·¨±«¨²¼ r� (RE), £¤¥ R = pR �R.159. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® T = �12r� [r� (R �T�R)]T;¥±«¨ T = TT = const.160. �»·¨±«¨²¼ r � (T �R), £¤¥ T 2 �2 ¨ T = const.161. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®r � (aa) = ar � a� a� (r� a) + 12(ra) � a:162. �»·¨±«¨²¼ r� (RR), £¤¥ R = pR �R.163. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢® r� (ab) = (r� a)b� a� (rb):164. �»·¨±«¨²¼ r � (R2B), £¤¥ R2 = R �R, B 2 �2 ¨ B = const.165. r� (R�B), £¤¥ R = pR �R, B { ¯®±²®¿»© ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ .166. �»·¨±«¨²¼ r� (a�RRn ), £¤¥ R = pR �R, a { ¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°.167. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®: r � [(r�)� (r )] = 0, £¤¥ �; { ±ª «¿°»¥ ¯®«¿.97



����� NV O�¨±. 9.168. �®ª § ²¼, ·²® ±«¥¤ °®²®°  ±¨¬¬¥²°¨·®£® ²¥§®°  ¢²®°®£® ° £  ° ¢¥ ³-«¾.169. �»·¨±«¨²¼ r � [(ra)T � (r � a)E].170. �®ª § ²¼, ·²® ²¥§®° r� (r��)T ±¨¬¬¥²°¨·¥, ¥±«¨ � = �T.171. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®: r� [(r�E� a)T +Er � a] = 0.172. �»·¨±«¨²¼ r(A � R + a), £¤¥ A { ¯®±²®¿»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ , a {¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°.173. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®: r� (r� a) = rr � a�4a.174. �»·¨±«¨²¼ r(!�R), r� (!�R), r� (!�R), £¤¥ ! { ¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°.175. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®: tr [r� (A �B)] = BT � (r�A)�A � (r�BT), £¤¥A;B 2 �2.176. �»·¨±«¨²¼ r � (T � R), ¥±«¨ T = TT ¨ r � T = f , £¤¥ f { ¨§¢¥±²®¥¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥.x40. �®°¬³«  �±²°®£° ¤±ª®£®-� ³±±  ¤«¿ ²¥§®°»µ ¯®«¥©.�³±²¼ § ¬ª³² ¿ ª³±®·®-£« ¤ª ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼ O ®£° ¨·¨¢ ¥² ®¡« ±²¼ V²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ ;N { ¢¥¸¿¿ ®°¬ «¼ ª O (°¨±. 9).�³±²¼ P (X1;X2;X3), Q(X1;X2;X3), R(X1;X2;X3) { § ¤ »¥ ¢ V ¥¯°¥°»¢®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¥ ´³ª¶¨¨ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨ ². �§ ª³°±  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®  «¨§  ¨§¢¥±²® ±®®²®¸¥¨¥,  §»¢ ¥¬®¥ ´®°¬³«®© �±²°®£° ¤±ª®£®-� ³±± :ZV  @P@X1 + @Q@X2 + @R@X3! dV = ZO P dX2 dX3 +QdX3 dX1 +R dX1 dX2:98



�» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¥±ª®«¼ª® ¤°³£®© ¢¨¤ ½²®© ´®°¬³«». �«¿ ½«¥¬¥² °-»µ ¯«®¹ ¤®ª dXi dXj ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿dX2 dX3 = cos(\N ; i1)dO =N � i1 dO;dX3 dX1 = cos(\N ; i2)dO =N � i2 dO;dX1 dX2 = cos(\N ; i3)dO =N � i3 dO:�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®° a = P i1 +Qi2 +Ri3. �®£¤ ZV r � adV = ZO N � adO:�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²  ´®°¬³«  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©, ® ¨¤«¿ ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®£® ²¥§®°®£® ¯®«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £ :ZV r �P dV = ZO N �P dO: (40:1)�®®²®¸¥¨¥ (40.1)  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© �±²°®£° ¤±ª®£®-� ³±±  ¤«¿ ²¥§®°»µ¯®«¥©; ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ¥£® ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨  §»¢ ¾² ¥¹¥ ²¥®°¥¬®© ® ¤¨¢¥°£¥¶¨¨.� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ £« ¤ª®¥ ²¥§®°®¥ ¯®«¥ P. �°¨¬¥¨¬ ²¥¯¥°¼ ´®°-¬³«³ (40.1) ª ¯®«¾ EP. �®±ª®«¼ª³r � (EP) = ik � @@Xk (isisPmn:::timin : : : it) == is @@Xs (Pmn:::timin : : : it) = rP;  N � (EP) =NP;²® ZV rPdV = ZO NP dO: (40:2)�°¨¬¥¨¢ (40.1) ª ²¥§®°®¬³ ¯®«¾ E�P,   «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ¯®«³·¨¬ZV r�P dV = ZO N �P dO: (40:3)�¡®¡¹¥¨¥¬ ´®°¬³« (40.1)-(40.3) ¿¢«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥ZV L(r)P dV = ZO L(N )PdO;£¤¥ L(r) { ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»© ®¯¥° ²®°.x41. �®°¬³«  �²®ª±  ¤«¿ ²¥§®°»µ ¯®«¥©.99



�®°¬³«  �²®ª±  ¤«¿ ²¥§®°»µ ¯®«¥© ¯®«³· ¥²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥¬   «®£¨·®©´®°¬³«» ª« ±±¨·¥±ª®£®   «¨§  ¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤:ZS N � (r�P) dS = I� t �Pd�: (41:1)�°¨¢¥¤¥®¥ ° ¢¥±²¢® ·¨² ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¯®²®ª °®²®°  ²¥§®°®£®¯®«¿ ·¥°¥§ ¯®¢¥°µ®±²¼, ®¯¨° ¾¹³¾±¿   § ¬ª³²»© ª®²³° � , ° ¢¥ ¶¨°ª³«¿-¶¨¨ ½²®£® ¯®«¿ ¯® ½²®¬³ § ¬ª³²®¬³ ª®²³°³.� (41.1) t { ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ª ± ²¥«¼®© ª ª®²³°³ � ; ¯®¢¥°µ®±²¼ S ¯°¥¤-¯®« £ ¥²±¿ ª³±®·®-£« ¤ª®©,   ²¥§®°®¥ ¯®«¥ P { ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³-¥¬»¬ ¢¡«¨§¨ S. �° ¢¨«® ±®£« ±®¢ ¨¿  ¯° ¢«¥¨¿ t ¨ N ±² ¤ °²®:  ¡«¾-¤ ²¥«¼,  ¯° ¢«¥»© ¯® ¢¥ª²®°³ ®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ N , ¤®«¦¥ ¤¢¨£ ²¼±¿¢¤®«¼ ª®²³°  � ² ª, ·²®¡» ¯®¢¥°µ®±²¼ ®±² ¢ « ±¼ ±«¥¢  ®² ¥£®.�¡®§ · ¿ ¢¥«¨·¨³ td� ·¥°¥§ dR, ´®°¬³«¥ (41.1) ¯°¨¤ ¤¨¬ ¢¨¤ZS N � (r�P) dS = I� dR �P: (41:2)�°¨¬¥¿¿ ±®®²®¸¥¨¥ (41.2) ª ²¥§®°®¬³ ¯®«¾ E�P ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²®r� (E�P) == ik @@Xk (E� inPn) = (ik �E� in)@Pn@Xk == (inik � �knE)@Pn@Xk = inik @Pn@Xk �E@Pk@Xk = (rP)T(1;2) �Er �P;¯®«³· ¥¬ I� dR �P = ZS N � hrPT(1;2) �Er �Pi dS:�¯° ¦¥¨¿.177. �°¥®¡° §®¢ ²¼ ¢ ¨²¥£° « ¯® ª®²³°³:ZS N dS:178. �®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®:ZO R � (N �T) dO = ZV R � (r �T) dV¤«¿ T = TT. 100



179. �»·¨±«¨²¼ ZV TdV , ¥±«¨ r � T = f, N � TjO = F, £¤¥ O { ¯®¢¥°µ®±²¼,®£° ¨·¨¢ ¾¹ ¿ ®¡º¥¬ V , f ;F { ¨§¢¥±²»¥ ´³ª¶¨¨.�ª § ¨¥: ° ±±¬®²°¥²¼ ¨²¥£° « ZV r � (TR) dV .180. �®ª § ²¼, ·²® ZO N � R dO = 0, ¥±«¨ O { § ¬ª³² ¿ ¯®¢¥°µ®±²¼,   N {¥¤¨¨· ¿ ®°¬ «¼ ª O.181. �»·¨±«¨²¼ ¨²¥£° « ¯® § ¬ª³²®© ¯®¢¥°µ®±²¨ZO N dO:182. �»·¨±«¨²¼ ¨²¥£° « ¯® § ¬ª³²®© ¯®¢¥°µ®±²¨ZO r(R �R) �N dO:183. �»·¨±«¨²¼ ¨²¥£° « ¯® § ¬ª³²®© ¯®¢¥°µ®±²¨ZO N � (a�R) dO;£¤¥ a { ¯®±²®¿»© ¢¥ª²®°.x42. �®°¬³«» ²¥®°¨¨ ¯®¢¥°µ®±²¥©.�®¢¥°µ®±²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤   ³° ¢¥¨¥¬ ¢¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥: P = P (q1; q2); (42:1)£¤¥ P { ° ¤¨³±-¢¥ª²®° ²®·ª¨ ¯®¢¥°µ®±²¨,   ¯ ° ¬¥²°» q1, q2  §»¢ ¾²±¿ £ -³±±®¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨   ¯®¢¥°µ®±²¨. �®¢¥°µ®±²¼ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ª³±®·®-£« ¤ª®©, ¯°¨·¥¬ ²°¥¡³¥¬ ¿ ±²¥¯¥¼ £« ¤ª®±²¨ (².¥. ¯®°¿¤®ª ¥¯°¥°»¢»µ ¯°®¨§-¢®¤»µ ´³ª¶¨© (42.1)) ¡³¤¥² ¿±  ¨§ ª®²¥ª±²  ¨ ±¯¥¶¨ «¼® ®£®¢ °¨¢ ²¼±¿ ¥¡³¤¥².�¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ¤«¿ ª®²®°»µ § ·¥¨¥ ®¤®© ¨§ ª®®°¤¨ ² § -´¨ª±¨°®¢ ®, ®¡° §³¥² ª°¨¢³¾   ¯®¢¥°µ®±²¨,  §»¢ ¥¬³¾ ª®®°¤¨ ²®© «¨-¨¥©.�°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¢»¯®«¥»¬ ³±«®¢¨¥@P@q1 � @P@q1 6= 0:101



� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¥ª²®°» P � = @P=@q�, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ª ± ²¥«¼»¬¨ ª ª®®°¤¨ ²-»¬ «¨¨¿¬, ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ¯«®±ª®±²¨, ª ± ¾¹¨©±¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¤ ®©²®·ª¥. �¤¥±¼ ¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ £°¥·¥±ª¨¥ ¨¤¥ª±» ¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿ 1, 2. �®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¢¥ª²®°» P � ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼»¬¨ ¨ ¥¤¨¨·»¬¨.�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤¨µ £ ³±±®¢»µ ª®®°¤¨ ² ª ¤°³£¨¬ (±ª ¦¥¬, q�0) ¡ §¨±»¥¢¥ª²®°» ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬P �0 = P � @q�@q�0 :�¨±«  G�� = G�� = P � � P �  §»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¯¥°¢®© ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬». �¥°¥§ ¨µ ¢»° ¦ ¥²±¿ ½«¥¬¥² ¤«¨» ¤³£¨ ª°¨¢®©   ¯®¢¥°µ®±²¨:dS2 = dP � dP = G��dq�dq�:�¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ § ¤ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬N = P 1 � P 2jP 1 � P 2j : (42:2)�¥ª²®°» P 1, P 2,N ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,¨§¬¥¿¾¹¨©±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤®© ²®·ª¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ª ¤°³£®©. �¥ª²®°»©¡ §¨±   ¯®¢¥°µ®±²¨, ¢§ ¨¬»© ª P �,  µ®¤¨²±¿ ¨§ ³° ¢¥¨©P � � P � = ���; P � �N = 0: (42:3)� «®£¨·® (1.2) ¯®«³·¨¬P � = G��P �; G��G� = �� ; P � � P � = G�� (42:4)� ¬¥²¨¬, ·²® ´®°¬³«³ (42.2) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¨ ·¥N = P 1 � P 2pG ; G = G11G22 �G212:� ª ª ª ¯«®¹ ¤¼ ½«¥¬¥² °®£® ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µP 1dq1, P 2dq2 ° ¢  jP 1 � P 2jdq1dq2 = pGq.1dq2, ½«¥¬¥² ¯«®¹ ¤¨ ¯®¢¥°µ®±²¨¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®© dO = pG dq1dq2 (42:5)�³±²¼ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥ ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £  X,¯®±²°®¥»©   ®±®¢¥ ²°¥µ¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ . �¥§®° X ¡³¤¥¬ §»¢ ²¼ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬ ¯®¢¥°µ®±²¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¥£® ¯¥°¥±² ®¢ª¨ tr (k;s)¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥ N � tr (k;s)(X) = 0: (42:6)�°¨¬¥°®¬ ² ª®£® ²¥§®°  ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ G = E�NN = G��P �P � = G��P �P � = P �P � (42:7) §»¢ ¥¬»© ¯¥°¢»¬ ´³¤ ¬¥² «¼»¬ ²¥§®°®¬ ¯®¢¥°µ®±²¨. � ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨-¨·»¬ ²¥§®°®¬ ¢ ¯«®±ª®±²¨, ª ± ²¥«¼®© ª ¯®¢¥°µ®±²¨.102



�±«¨ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ X ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¢¥°µ®±²¨, ²® ¤¥²¥°¬¨ ² (²°¥-²¨© ¨¢ °¨ ²) X, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª ª ²°¥µ¬¥°»© ²¥§®°, ° ¢¥ ³«¾. �®½-²®¬³ ¤¥²¥°¬¨ ²®¬ ²¥§®° , ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥£® ¯®¢¥°µ®±²¨, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥£®¢²®°®© ¨¢ °¨ ². �²  ²¥°¬¨®«®£¨¿ ®¯° ¢¤»¢ ¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¯®±«¥¤¨© ° ¢¥®¯°¥¤¥«¨²¥«¾ ¬ ²°¨¶» ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  X ¢ ¢¥ª²®°®¬ ¡ §¨±¥  ¯®¢¥°µ®±²¨: X = X�:�P �P � = X :�� P �P �;detX = 12 � tr 2X� trX2� ; (42:8)trX = E�X = G�X:�®¤ ²¥§®°®¬ X�1, ®¡° ²»¬ ª ²¥§®°³ ¢²®°®£® ° £  X, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¬³¯®¢¥°µ®±²¨, ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ , ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ¯®-¢¥°µ®±²¨ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ±®®²®¸¥¨¾ X�1 �X = X �X�1 = G. �·¥¢¨¤®,·²® ¬ ²°¨¶» (° §¬¥°  2�2) ±¬¥¸ »µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°®¢ X ¨ X�1 ¢§ ¨¬®®¡° ²».�®°¬³«  � ¬¨«¼²® -�½«¨ ¤«¿ ¤¢³¬¥°»µ, ².¥. ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¯®¢¥°µ®±²¨,²¥§®°®¢ ¢²®°®£® ° £  ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¨¤X2 �X trX+GdetX = 0 (42:9)�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ¯® ª®®°¤¨ ² ¬ ° ¢¥±²¢® N � N = 1, ¢¨¤¨¬, ·²® ¢¥ª²®°@N=@q� ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥@N=@q� = �B��P �: (42:10)�«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥«¨·¨ B�� ¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ° ¢¥±²¢® P � �N = 0:P � � @N@q� = �N � @P �@q� :� ³·¥²®¬ (42.10) ¯®«³·¥®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥B�� =N � @2P@q�@q� = B��:�¨±«  B��  §»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¢²®°®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¯®¢¥°µ-®±²¨,   ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ B = B��P �P � = B��P �P � = B��P �P �; (42:11)B�� = G�G��B�; B�� = G�B� §»¢ ¥²±¿ ¢²®°»¬ ´³¤ ¬¥² «¼»¬ ²¥§®°®¬ ¯®¢¥°µ®±²¨. � µ ° ª²¥°¨§³¥²ª°¨¢¨§³ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¤ ®© ²®·ª¥.�¥§®° B, ª ª ¨ G, ±¨¬¬¥²°¨·¥ ¨ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¢¥°µ®±²¨. � ª ¨ «¾¡®©±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°, ® ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ K1, K2, §»¢ ¥¬»¥ £« ¢»¬¨ ª°¨¢¨§ ¬¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ § ¤ ®© ²®·ª¥. �¯¥ª²° «¼®¥° §«®¦¥¨¥ ²¥§®°  B § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥B = K1e1e1 +K2e2e2;103



£¤¥ e1, e2 { ¥¤¨¨·»¥ ®°²®£® «¼»¥ ¢¥ª²®°», ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¯®¢¥°µ®±²¨.�°¨¢»¥   ¯®¢¥°µ®±²¨, ª ± ²¥«¼»¥ ª ª®²®°»¬  ¯° ¢«¥» ¯® £« ¢»¬ ®±¿¬e� ²¥§®°  B ¢ ½²®© ²®·ª¥,  §»¢ ¾²±¿ «¨¨¿¬¨ ª°¨¢¨§». �¥°¢»¬ ¨ ¢²®°»¬¨¢ °¨ ² ¬¨ ²¥§®°  B ¡³¤³² ±®®²¢¥²±²¢¥® ³¤¢®¥ ¿ ±°¥¤¿¿ ª°¨¢¨§  2H¨ £ ³±±®¢  ª°¨¢¨§  K ¯®¢¥°µ®±²¨:H = 12 trB = 12(K1 +K2); K = detB = K1K2: (42:12)�°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ¯®¢¥°µ®±²¨  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £  e,®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ±®®²®¸¥¨¥¬e = �G�N = �N �G =N �� = � �N ; (42:13) §»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¨¬¨ ²»¬ ²¥§®°®¬ ¯®¢¥°µ®±²¨. �¤¥±¼ � { ²¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  (±¬. ¯.10). �§ (42.13) ¯®«³·¨¬e = e��P �P � = e��P �P �; (42:14)e11 = e11 = e22 = e22 = 0; e12 = �e21 = pG; e12 = �e21 = 1=pG:�¬¥¾² ¬¥±²® ²®¦¤¥±²¢ e��e� = ��� �� ; e2 = �G:�¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¤¨±ª°¨¬¨ ²»© ²¥§®° ¯®¢¥°µ®±²¨±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: � = eN +Ne� tr (1;2)(Ne): (42:15)x43. �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ®¯¥° ²®°»   ¯®¢¥°µ®±²¨.�¨´´¥°¥¶¨ «¼»© ®¯¥° ²®° r0 = P �@=@q� (43:1) §»¢ ¥²±¿  ¡« -®¯¥° ²®°®¬   ¯®¢¥°µ®±²¨,   ²¥§®° r0X  §»¢ ¥²±¿ £° ¤¨¥-²®¬ ²¥§®°®£® ¯®«¿ X, § ¤ ®£®   ¯®¢¥°µ®±²¨. �¤¥±¼ X { ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼-®£® ° £  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. � ¯®¬®¹¼¾  ¡« -®¯¥° ²®° § ¯¨±»¢ ¥²±¿ «¨¥© ¿ · ±²¼ ¯°¨° ¹¥¨¿ ²¥§®°®£® ¯®«¿ X ¯°¨ ±¬¥¹¥¨¨ ¨§®¤®© ²®·ª¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ±®±¥¤¾¾:dX = dP � r0X: (43:2)�  ®±®¢ ¨¨ (42.10), (43.1) ¢²®°®¬³ ´³¤ ¬¥² «¼®¬³ ²¥§®°³ ¯®¢¥°µ®±²¨¬®¦® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¡¥±ª®®°¤¨ ²®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥:B = �r0N : (43:3)104



�·¨²»¢ ¿, ·²® ²¥§®° �¥¢¨-�¨¢¨²  ¯®±²®¿»©,   ²¥§®° r0N ±¨¬¬¥²°¨·¥,¨§ ¯°¥¤¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ¢ (42.13) ¯®«³· ¥¬ ²®¦¤¥±²¢®r0 � e = r0 � (N ��) = ���r0N = 0:�«¿ «¾¡®£® ¤¢ ¦¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®£® ²¥§®°®£® ¯®«¿, ®¯°¥¤¥«¥®£®  ¯®¢¥°µ®±²¨, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ²®¦¤¥±²¢ ,   «®£¨·»¥ ±®®²®¸¥¨¿¬ (36.3), (36.4):r0 � (r0X) = �N �B � r0X; (43:4)r0 � (r0 �X) = P � �B �  N � @X@q�! : (43:5)�±¯®«¼§³¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¯°®¢¥°¿¥¬®¥ ²®¦¤¥±²¢®N � (r0 �Y) = �r0 � (N �Y) = r0 � (e �Y) (43:6)¨ ³¬®¦¨¢ (43.4) ±«¥¢    ¢¥ª²®° N , ¯°¨¤¥¬ ª ¢ ¦®¬³ ²®¦¤¥±²¢³r0 � (e � r0X) = 0: (43:7)�°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ £° ¤¨¥²  ²¥§®°®£® ¯®«¿   ¯®¢¥°µ®±²¨  °¿¤³ ± ´®°¬³-« ¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¢¥ª²®°  ®°¬ «¨ (42.10) ³¦» ¢»° ¦¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤-»µ ¢¥ª²®°®¢ ¡ §¨±  ¯® ª®®°¤¨ ² ¬. �¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤@P �@q� = � ��P  +B��N ; @P �@q� = �� ��P  +B��N : (43:8)�¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ � ��   ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ª®½´´¨¶¨¥²»¯¥°¢®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ´®°¬³« ¬¨, ¯®¢²®°¿¾¹¨¬¨ (38.2), ± ²®© ° §¨¶¥©,·²® ¨¤¥ª±» ¯°®¡¥£ ¾² § ·¥¨¿ (1, 2).� ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ a(q1; q2). � §«®¦¨¬ ¢¥ª²®° a   ±®±² ¢«¿¾¹³¾¯® ®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨ ±®±² ¢«¿¾¹³¾, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ ¯®¢¥°µ®±²¨:a = a0 + aN ; a0 = a �G = a�P � = a�P �; a = a �N :�«¿ £° ¤¨¥²  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ±®£« ±® (42.10), (43.8) ¯®«³·¨¬r0a = (r0a0) �G� aB+ (r0a+B � a0)N : (43:9)�°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ¯®¢¥°µ®±²¨ ²¥§®° (r0a0) �G ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¥-¨¥: (r0a0) �G = r�a�P �P � = r�a�P �P �; (43:10)£¤¥ r� { ±¨¬¢®« ª®¢ °¨ ²®© ¯°®¨§¢®¤®©   ¯®¢¥°µ®±²¨:r�a� = @a�@q� + � ��a; r�a� = @a�@q� � � ��a: (43:11)�°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  r0 �X, £¤¥ X { ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ¯®¢¥°µ-®±²¨ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ :r0 �X = r�X��P � +N tr (X �B);r�X�� = @X��@q� + � ��X� + � ��X�: (43:12)105



x44. �²¥£° «¼»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ²¥§®°®¢   ¯®¢¥°µ®±²¨.�«¿ ²¥®°¨¨ ®¡®«®·¥ª ¢ ¦®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥¥² ²¥®°¥¬  ® ¤¨¢¥°£¥¶¨¨   ¯®-¢¥°µ®±²¨, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿   «®£®¬ ´®°¬³«» (40.1). �«¿ ¥¥ ¢»¢®¤  ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿´®°¬³«®© �²®ª±  (41.1).�°¥¤¢ °¨²¥«¼® ®²¬¥²¨¬, ·²® ²¥§®° ¯°®¨§¢®«¼®£® ° £  X ¬®¦® ¯°¥¤±² -¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ° §«®¦¥¨¿:X =N �X1 +NX2: (44:1)� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ²®¦¤¥±²¢® G = �N � (N �G), ¬®¦®  ¯¨± ²¼X = E �X = (G+NN ) �X = �N � (N �G �X) +NN �X;®²ª³¤  X1 = �N �G �X = �N �X = e �X; X2 =N �X:�°¨¬¥¨¬ ª ²¥§®°³ X1 ´®°¬³«³ �²®ª± ZO N � (r�X1) dO = I� t �X1 d�; (44:2)£¤¥ t { ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ª ± ²¥«¼®© ª ª®²³°³ � . � «¥¥ ¨¬¥¥¬N � (r�X1) =N � (r0 +N @@Z )�X1 =N � (r0 �X1):�¤¥±¼ Z { ª®®°¤¨ ² , ®²±·¨²»¢ ¥¬ ¿ ¯® ®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ®±²¨. � ª¨¬ ®¡-° §®¬, µ®²¿ ¢ ¨±µ®¤®© ´®°¬¥ ²¥®°¥¬» �²®ª±  (41.1) ´¨£³°¨°³¥² ²¥§®°®¥ ¯®«¥,§ ¤ ®¥ ¢ ²°¥µ¬¥°®© ®¡« ±²¨, «¥¢ ¿ · ±²¼ ° ¢¥±²¢  (44.2) ¥ § ¢¨±¨² ®² ±¯®-±®¡  ¯°®¤®«¦¥¨¿ ¯®«¿, ®¯°¥¤¥«¥®£®   ¯®¢¥°µ®±²¨, ¢ ²°¥µ¬¥°³¾ ®¡« ±²¼,¯°¨¬»ª ¾¹³¾ ª ¯®¢¥°µ®±²¨. �°¨µ®¤¨¬ ª ´®°¬³«¥ �²®ª± , ¯°¨¬¥¨¬®© ¤«¿²¥§®°®£® ¯®«¿, ®¯°¥¤¥«¥®£® ²®«¼ª®   ¯®¢¥°µ®±²¨:ZO N � (r0 �X1) dO = I� t �X1 d�: (44:3)� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²°¥¡³¥¬»¬ ¢ ´®°¬³«¥ �²®ª±   ¯° ¢«¥¨¥¬ ®¡µ®¤  ª®²³° ¢¥°® ° ¢¥±²¢® t = �m�N ;£¤¥m { ¥¤¨¨· ¿ ®°¬ «¼ ª ª®²³°³ � , «¥¦ ¹ ¿ ¢ ª ± ²¥«¼®© ª ¯®¢¥°µ®±²¨¯«®±ª®±²¨ (m � N = 0) ¨  ¯° ¢«¥ ¿ ¢ ±²®°®³, ¢¥¸¾¾ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª¯®¢¥°µ®±²¨.�®±« ¢¸¨±¼   (43.6) ¨ ²®¦¤¥±²¢® (m�N ) �X1 =m � (N �X1), ¢¬¥±²® (44.3)¯®«³·¨¬ ZO r0 � (N �X1) dO = I� m � (N �X1) d�: (44:4)106



� «¥¥   ®±®¢ ¨¨ (43.3), (42.10) ¨¬¥¥¬r0 � (NX2) = (r0 �N )X2 = �2HX2: (44:5)�§ (44.1), (44.4), (44.5) ¯®«³· ¥¬ ¨±ª®¬³¾ ´®°¬³«³, ±¯° ¢¥¤«¨¢³¾ ¤«¿ ¯°®¨§-¢®«¼®£® ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®£® ²¥§®°®£® ¯®«¿ X:ZO (r0 �X + 2HN �X) dO = I� m �X d�: (44:6)�§ (44.6) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ ´®°¬³«³. �®«®¦¨¬ X = GY ¨ § ¬¥-²¨¬, ·²® r0 �G = 2HN . �®£¤  ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ZO (r0Y + 2HNY) dO = I� mY d� (44:7)�§ (44.7) ±«¥¤³¥² ´®°¬³« ,   «®£¨· ¿ (40.3):ZO (r0 �X+ 2HN �X) dO = I� m�X d�: (44:8)� ª®¥¶, ¯®«®¦¨¢ ¢ (44.8) X =NY, ¯°¨¤¥¬ ª ² ª®© ¨²¥£° «¼®© ´®°¬³«¥:ZO r0 � (NY) dO = � I� tY d�: (44:9)
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