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Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+,

, f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|

ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U

, im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.

f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn

,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,

f(z1z2) = (z1z2)n = zn
1 · zn

2 = f(z1)f(z2),
ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2)

= (z1z2)n = zn
1 · zn

2 = f(z1)f(z2),
ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n

= zn
1 · zn

2 = f(z1)f(z2),
ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2

= f(z1)f(z2),
ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2)

,
ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :

f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1

⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1

⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un

, ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un

,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,

im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :

α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n]

, f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα)

= (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n

= cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα

⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U

.

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Задача: C∗/U
?∼= R+.

f : C∗ → R+, , f : z 7→ |z|
ker f = U , im f = R+.

Задача: U/Un

?∼= U, n > 2.
f : U→ U, f : z 7→ zn ,
f(z1z2) = (z1z2)n = zn

1 · zn
2 = f(z1)f(z2),

ker f :
f(z) = 1 ⇔ zn = 1 ⇔ z ∈ Un , ker f = Un,
im f :
α ∈ [0, 2π/n] , f(cosα+ i sinα) = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα
⇒ im f = U .

Пилиди Владимир Ставрович Математические основы защиты информации



Группы
Нормальные подгруппы

Задача: Z/nZ
?∼= Zn, n > 2.

f : Z→ Zn, f : k 7→ kmodn ,
f(k1 + k2) = (k1 + k2)modn= (k1 modn+ k2 modn)modn=
= f(k1)⊕ f(k2) ,
ker f :
f(k) = 0⇔ kmodn = 0⇔ k ∈ nZ⇒ ker f = nZ,
im f :
k ∈ Z, 0 6 k 6 n− 1 , f(k) = kmodn = k ∈ Zn ⇒ im f = Zn .

Задача: R/Z
?∼= U.

f : R→ U, f : x 7→ cos 2πx+ i sin 2πx ,
f(x+ y) = cos 2π(x+ y) + i sin 2π(x+ y)=
= (cos 2πx+ i sin 2πx)(cos 2πy + i sin 2πy) = f(x)f(y) ,
ker f :
f(x) = 1⇔ cos 2πx+ i sin 2πx = 1⇔ cos 2πx = 1, sin 2πx = 0⇔
⇔ 2πx = 2πn, n ∈ Z⇔ x ∈ Z⇒ ker f = Z,
im f :
0 6 x < 1 ⇒ 0 6 2πx < 2π ⇒ im f = U .
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Прямое произведение групп

G1, G2

, G1 ×G2 , (a1, a2)(b1, b2) = (a1b1, a2b2).
1) Ассоциативность:(
(a1, a2)(b1, b2)

)
(c1, c2) = (a1b1, a2b2)(c1, c2) =

(
(a1b1)c1, (a2b2)c2

)
=

=
(
a1(b1c1), a2(b2c2)

)
= (a1, a2)(b1c1, b2c2) = (a1, a2)

(
(b1, b2)(c1, c2)

)
.

2) Единичный элемент:
(e1, e2) , (e1, e2)(a1, a2) = (e1a1, e2a2) = (a1, a2)
3) Обратный элемент:
(a, b)−1 = (a−1, b−1) , (a, b)n = (an, bn)n ∈ Z.
Обозначения G1 ×G2, G1 ⊕G2.
|G1 ×G2| = |G1| · |G2|.
G1 ×G2 коммутативная ⇔ G1 и G2 коммутативные .
|(a, b)| <∞⇔ |a| <∞, |b| <∞ .
|a| = m, |b| = n , (a, b)k = (e1, e2) ⇔ ak = e1, bk = e2 ⇔ m|k, n|k ⇒
⇒ |(a, b)| = [m,n] , |(a, b)| = [|a|, |b|].
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Группы
Экспонента группы

Определение
Говорят, что группа G имеет конечную экспоненту, если
существует такое натуральное n, что для любого x ∈ G
выполняется равенство xn = e.

В этом случае наименьшее n, удовлетворяющее этому условию,
называется экспонентой группы и обозначается exp(G).

Свойство
Группа имеет конечную экспоненту тогда и только тогда, когда
все ее элементы имеют конечные порядки и существует ненулевое
общее кратное этих порядков.
В этом случае экспонента группы равна наименьшему
натуральному общему кратному порядков ее элементов.
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Группы
Экспонента группы

Свойство
Конечная группа имеет конечную экспоненту, она является
наименьшим общим кратным порядков всех элементов группы.

Экспонента этой группы делит порядок группы.
Имеет место неравенство exp(G) 6 |G|.

Свойство
Пусть G — коммутативная группа с конечной экспонентой. Тогда
существует элемент x ∈ G, порядок которого равен экспоненте
группы.

exp(G) = m , m = pk1
1 pk2

2 . . . pkr
r , x ∈ G , |x| = pk1

1 s, s ∈ N .
y1 = xs, |y1| = |x|

(|x|,s) = pk1
1 , y2, . . . , yr, |yi| = pki

i , i = 2, . . . , r ,
|y1y2 . . . yr|= |y1||y2| . . . |yr|= pk1

1 pk2
2 . . . pkr

r = m .
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Группы
Экспонента группы

Свойство
Конечная коммутативная группа G является циклической в том и
только том случае, когда |G| = exp(G).

Эта группа не является циклической в том и только том случае,
когда exp(G) < |G|.

G циклическая ⇔ ∃ x ∈ G |x| = |G| ⇔ |G| = exp(G) .

Свойство
Группа G1 ×G2 имеет конечную экспоненту в том и только том
случае, когда каждая из групп G1, G2 имеет конечную экспоненту.

В этом случае экспонента группы G1 ×G2 является наименьшим
общим кратным экспонент групп G1 и G2, в частности
exp(G1 ×G2) 6 exp(G1) · exp(G2).
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Прямое произведение конечных коммутативных групп G1 и G2
является циклической группой в том и только том случае, когда
эти группы циклические и их порядки взаимно простые.

G1 ×G2 циклическая⇔ |G1 ×G2| = exp(G1 ×G2).
|G1 ×G2| = |G1| · |G2|> exp(G1) · exp(G2)> exp(G1 ×G2) .
|G1| · |G2| = exp(G1) · exp(G2) , exp(G1) · exp(G2) = exp(G1 ×G2) .
|G1| · |G2| = exp(G1) · exp(G2) ⇔ |G1| = exp(G1), |G2| = exp(G2) .
exp(G1 ×G2) = exp(G1) · exp(G2) ⇔
⇔ exp(G1), exp(G2) взаимно простые ⇔
⇔ |G1| и |G2| взаимно простые .

Следствие
Прямое произведение конечных коммутативных групп G1, G2, . . . ,
Gk является циклической группой тогда и только тогда, когда эти
группы циклические и их порядки попарно взаимно простые.
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