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Определение ПФ и его обращение.

Определение.
Образом Фурье функции f : x(∈ R) 7→ f (x) ∈ C назовем функцию

f̂ (ξ)
def
=

1
2π

∫
R

f (x)e−iξx dx .

Преобразованием Фурье назовём соответствие F : f 7→ f̂ .

Обращение.

Если f̂ = F f , то
f (x) =

∫
R

f̂ (ξ)eiξx dξ.

Этим интегралом определено соответствие F−1 : f̂ 7→ f – обратное
преобразование Фурье.
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Примеры ПФ.

Функция Хевисайда

θ(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0 δ > 0, ̂θ(δ2 − x2) = 1

2π

δ∫
−δ

e−iξxdx = sin δξ
πξ

δ > 0, ê−δx2 = e−
ξ2
4δ

2
√
πδ

∫
e−δx

2−iξxdx = δ−1/2I ( ξ√
δ

); I (η) =
∫

e−y
2−iηydy .

2I ′(η) = −2
∫

e−y
2−iηy (iy)dy = i

∫ (
e−y

2
)′

e−iηydy =

i lim
r→∞

r∫
−r

(
e−y

2
)′

e−iηydy = i lim
r→∞

(e−y
2
e−iηy |r−r + iη

r∫
−r

e−y
2−iηydy) = −ηI (η).

⇒ 2I ′(η) = −ηI (η) ⇒ I (η) = I (0)e−η
2/4; I (0) =

∫
e−y

2
dy =

√
π
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ПФ и вычеты

δ > 0, 1̂
δ2+x2 = e−δ|ξ|

2δ

∫ e−iξx

δ2+x2 dx = I (ξδ)
δ ; I (η) =

∫ e−iηx

1+x2 dx . Применим вычеты.

e−iηz

1+z2 – аналит. пр-е e−iηx

1+x2 на плоскость z = x + iy , проколотую в z = ±i .

Контуры: C±r = {|z | < r , ±y > 0}, ориентация задана так, что отрезок
(−r , r) проходится слева направо.

Пусть η > 0. I (η) = − lim
r→∞

∫
C−r

e−iηzdz
1+z2 = −2πiresz=−i e

−iηz

1+z2 =

−2πi lim
z→−i

(
(z + i) e−iηz

1+z2

)
= πe−η
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ПФ и преобразования R→ R.

Cдвиг: h ∈ R, (Thf )(x)
def
= f (x + h) ⇒ FTh = eiξhF ;F−1Th = e−ixhF

J
∫
f (x + h)e−iξx dx =

∫
f (y)e−iξ(y−h) dy = eiξh

∫
f (y)e−iξy dy I

Подобие: α > 0, (Sαf )(x)
def
= f (αx) ⇒ αFSα = S−1

α F (S−1
α = S 1

α
)

J α
∫
f (αx)e−iξx dx =

∫
f (y)e−i(

ξ
α )y dy I

Инверсия: (J f )(x)
def
= f (−x) ⇒ JF = FJ = (2π)−1F−1.

J
∫
f (−x)e−iξx dx =

∫
f (y)e−i(−ξ)y dy =

∫
f (y)eiξy dy I
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ПФ и преобразования R→ R.
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SinПФ и cosПФ

Коммутация с инверсией ⇒ ПФ сохраняет чётность/нечётность.

f – чётна ⇒
∫
f (y)e−iξy dy = 2

∞∫
0
f (y) cos(ξy) dy

f – нечётна ⇒
∫
f (y)e−iξy dy = −2i

∞∫
0
f (y) sin(ξy) dy

Определение cosПФ

g : R+ → C⇒ F0 : g 7→ F0g : R+ → C, (F0g)(ξ) =
√

2
π

∫
g(y) cos(ξy) dy

Определение sinПФ

g : R+ → C⇒ F1 : g 7→ F1g : R+ → C, (F1g)(ξ) =
√

2
π

∫
g(y) sin(ξy) dy
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SinПФ и cosПФ – продолжение

Обращение

F2
1 = F2

0 = id

cosПФ естественным образом продолжается до чётной, а sinПФ – до
нечётной функции на R.

Восстановление ПФ. f : R→ C
P0 : f 7→ (f + J f )/2, P1 : f 7→ (f − J f )/2 ⇒
∀ f JP0f = P0f , JP1f = −P1f , P0f + P1f = f ;

√
2πF f = (F0P0f − iF1P1f )
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ПФ и алгебра функций на R

Компл. сопряжение: C : f 7→ f ∗; CF = (2π)−1F−1C = FJ C = JFC.

J
(∫

f (x)e−iξx dx
)∗

=
∫
f ∗(x)eiξx dx =

∫
f ∗(−y)e−iξy dy I

Условия вещественности: (i) Cf = f ⇔ CF f = JF f ;
(ii) CF f = F f ⇔ f = Jf ; (iii) CF f = −F f ⇔ f = −Jf ;

J CF f = (2π)−1F−1Cf = FJ Cf = JFCf = JF f I

Линейность.
F(αf +βg) = αF f +βFg ; F−1(αf +βg) = αF−1f +βF−1g ∀α ∈ C, β ∈ C.
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ПФ, дифференцирование и свёртка

∂nF−1 = F−1(iξ)n; F∂n = (iξ)nF , где ∂ : f 7→ f ′ – дифференцирование.

J (F∂f ) (ξ) = lim
r→∞

r∫
−r

f ′(x)e−iξx dx =

lim
r→∞

(
f (x)e−iξx

∣∣r
−r + iξ

r∫
−r

f (x)e−iξx dx

)
= (iξF f ) (ξ) I

Определение. f , g : R→ R, cвертка (f ∗ g)(x)
def
=
∫
f (x − y)g(y) dy , x ∈ R

Теорема о свёртке. M : x(∈ Rn) 7→ M(x) ∈ C, M̂ = FM; M̂ : f̂ 7→ M̂f̂
⇒ M ∗ f = 2πF−1M̂F f

J
∫
M̂(ξ)

(∫
f (y)e−iξy dy

)
eiξx dξ =

∫ (∫
M̂(ξ)eiξ(x−y)dξ

)
f (y) dy I
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ПФ и ДУ. Пример.

ОДУ. −u′′ + µ2u = f , µ = const > 0; f задана на R; доп. условия:
u(±∞) = 0.

Подстановки u = F−1û; f = F−1 f̂

⇒ (ξ2 + µ2)û(ξ) = f̂ ⇒ u = F−1ĜµF f ; Ĝµ(ξ)
def
= (ξ2 + µ2)−1

⇒ ∀ f , µ u(x) = Gµ ∗ f , Gµ(x) =

(
F−1Ĝµ

)
(x)

2π
=

e−µ|x|

2µ
.

УрЧП. ut − uxx = 0, u = u(x , t), x ∈ R, t > 0. (тепловое уравнение).

F(ut − uxx) = ût + ξ2û, û = Fu ⇒ û(ξ, t) = ψ̂(ξ)e−tξ
2
, ψ̂ – произвольна,

⇒ u(x , t) = (Gt ∗ ψ)(x), ψ = F−1ψ̂, ψ – произвольна,

Gt(x) = F−1e−tξ2

2π = e−x2/4t

2
√
πt
.
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)
(x)

2π
=

e−µ|x|

2µ
.

УрЧП. ut − uxx = 0, u = u(x , t), x ∈ R, t > 0. (тепловое уравнение).
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Класс Шварца

Определение.
f : R→ C принадлежит классу Шварца, если
f ∈ C∞(R), и lim

|x|→∞
(|x |p (∂nf ) (x)) = 0 ∀ n = 0..∞, p > 0.

Класс Шварца обозначим через S.

Примеры

e−x
2
,

{
e−
√
x−1/x , x > 0;
0, x < 0

Элементарные свойства
1. S – векторное (линейное) пространство.
2. f , g ∈ S⇒ gf ∈ S
3. f ∈ S⇒ qf ∈ S ∀ q ∈ C∞ : ∀m = 0, 1, . . . ∃p > 0 : sup

x∈R

|(∂mq)(x)|
(1+|x|)p <∞
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Определение.
f : R→ C принадлежит классу Шварца, если
f ∈ C∞(R), и lim

|x|→∞
(|x |p (∂nf ) (x)) = 0 ∀ n = 0..∞, p > 0.

Класс Шварца обозначим через S.

Примеры

e−x
2
,

{
e−
√
x−1/x , x > 0;
0, x < 0

Элементарные свойства
1. S – векторное (линейное) пространство.
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ПФ действует в классе Шварца

Лемма Римана. f ∈ L1(R)⇒ lim
ξ→±∞

(F f ) (ξ) = 0.

Упрощённая лемма.
sup
ξ∈R
|ξ (F f ) (ξ)| <∞, ∀ f ∈ C1(R) : f (±∞) = 0, f ′ ∈ L1(R)

J iξF f = F f ′
⇒ sup

ξ∈R
|ξ (F f ) (ξ)| = sup

ξ∈R
|(F f ′) (ξ)| ≤

∫
|f ′(x)| dx .

Как здесь понимается F f ?
2π(F f ′)(ξ) = lim

r→∞

r∫
−r

e−iξx f ′(x)dx = (iξ) lim
r→∞

r∫
−r

e−iξx f (x)dx = 2πiξF f ,

Итак, F f понимается как несобственный интеграл. I

Теорема
F : S→ S; F−1 : S→ S
J f ∈ S⇒ ∀m ∈ N lim

ξ→∞
(ξm (∂nF f ) (ξ)) = (−i)m lim

ξ→∞
((F∂m ((−ix)nf )) (ξ)) =

0 I
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Дельтаобразные последовательности

Определение
Последовательность {δk}k∈N ⊂ L∞ назовём дельтаобразной, если∫
δk(x) dx = 1

возможно, в несобственном смысле, и
lim

k→∞

∫
δk(x)f (x) dx = f (0) ∀f ∈ S.

Аналогично определяется дельтаобразное семейство, зависящее от
континуального параметра.

Примечание. Если δk – дельтаобразная последовательность, то
lim

k→∞
(δk ∗ f )(x) = lim

k→∞

∫
δk(y)f (x − y) dy = f (x) ∀x ∈ R, f ∈ S.

Пример

χε(x) = θ(1−|x/ε|)
2ε ;

∫
χε(x)f (x) dx = 1

2ε

∫
|x|<ε

f (x) dx = f (sε), |sε| < ε⇒

f (sε)→ f (0), ε→ +0
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Обоснование формул обращения

Теорема
F−1F = FF−1 = id : S→ S

Редукция к доказательству дельтаобразности
J f ∈ S. (F−1F f )(x) = 1

2π

∫
eiξx

∫
e−iξy f (y)dydξ =

1
2π lim

r ,s→∞

r∫
−r

eiξx
s∫
−s

e−iξy f (y)dydξ = 1
2π lim

r ,s→∞

s∫
−s

f (y)
r∫
−r

eiξ(x−y)dξdy =

lim
r→∞

∫ f (y) sin(r(x−y))dy
π(x−y) I

Итак, осталось доказать дельтаобразность при r → +∞ семейства{
sin(rx)

πx

}
r>0

.
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Доказательство дельтаобразности

J ∫
sin(rx) dx

πx
= 1

(вспоминаем разрывный множитель Дирихле) ⇒

∆(r) =

∫
f (x) sin(rx) dx

πx
− f (0) =

∫
(f (x)− f (0)) sin(rx) dx

πx
=

(замечая чётность sin(rx)
πx )

=

∫
P0(f (x)− f (0)) sin(rx) dx

πx
=

∫
(f (x) + f (−x)− 2f (0)) sin(rx) dx

2πx
⇒

∆(r) = (iFg) (r), g(x) =
(f (x) + f (−x)− 2f (0))

x
где использована нечётность g . Далее,

f (x) + f (−x)− 2f (0) = O(x2), x → 0 ⇒ g ∈ C1;

и непосредственная проверка дает g(±∞) = 0.
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Завершение доказательства дельтаобразности

Наконец,

g ′(x) =
(f ′(x)− f ′(−x))

x
− (f (x) + f (−x)− 2f (0))

x2 ∈ L1

применима упрощённая лемма о затухании; поэтому

∆(r) =

∫
f (x) sin(rx) dx

πx
− f (0)→ 0, r →∞

I
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