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Финитные спектры и теорема Пэли-Винера-Шварца

Финитный спектр.
Определение 1. Нуль-множеством Nf функции f ∈ C(R) называется
объединение всех интервалов I : f = 0 всюду на I .
Определение 2. Носителем функции f ∈ C(R) называется множество
supp f

def
= R \ Nf .

Определение 3. Нуль-множеством Nf обобщённой функции f ∈ S′
называется объединение всех интервалов I : 〈f , η〉 = 0, ∀ η ∈ S : supp η ⊂ I .
Определение 4. Носителем обобщённой функции f ∈ S′ называется
множество supp f

def
= R \ Nf .

Определение 5. Спектр сигнала финитен ⇔ suppF f – компакт.

Теорема Пэли-Винера-Шварца.
Спектр сигнала f = f (x) ∈ S′ финитен ⇔ ∃ f̃ = f̃ (x + iy) ∈ A(C) : f (x) =
f̃ (x), ∃m ≥ 0 : |f̃ (x + iy)| ≤ Cpep|y |(1+ |x |)m ∀p : suppF f ⊂ {|ξ| ≤ p}.
Примеры: f̂ =

∑
k ckδ

(k) =⇒ p > 0 – любое, и f – полином;
f̂ = θ(p2 − ξ2) =⇒ f = sin(pξ)/ξ.
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Интерполяция и теорема Котельникова

Можно ли восстановить
целую функцию по счётному числу значений в заданных точках?

Интерполяция сигналов с финитным спектром.

supp f̂ ⊂ (−p, p) =⇒ ∀ ξ ∈ (−p, p) f̂ (ξ) = F (ξ)
def
=

∑
k∈Z

f̂keikhξ,

h = π
p , f̂k = 1

2p

p∫
−p

f̂ (ξ)e−ikhξdξ. f̂ = F f =⇒ f̂k = f (−kh)
2p & f (x) =

∫
f̂ (ξ)eixξdξ =

p∫
−p

f̂ (ξ)eixξdξ =
∑
k∈Z

f̂k
p∫
−p

eiξ(x+hk)dξ = 2
∑
k∈Z

f̂k sin p(x+hk)
(x+hk)

Теорема Котельникова
suppF f =⊂ (−p, p) =⇒ f (x) =

∑
k∈Z

f (kh)sc(px − πk), h = π
p , sc(t) def

= sin(t)
t .

Замечание. Функции sc(px − πk) попарно ортогональны в L2(R).
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Перенасыщение

Что будет, если известны f (kh1), k ∈ Z, и
h1 <

π
p (перенасыщение, оversampling)?

Посмотрим...

p1
def
= π

h1
> p, ψ̂p,p1 : suppψ̂p,p1 ⊂ (−p1, p1), {ψ̂−1

p,p1
(1)} ⊃ (−p, p),

f̂1k = 1
2p1

p1∫
−p1

f̂ (ξ)e−ikh1ξdξ = f (−kh1)
2p1

. f (x) =
∫
f̂ (ξ)eixξdξ =

p∫
−p

f̂ (ξ)eixξdξ =

p1∫
−p1

ψ̂p,p1(ξ)f̂ (ξ)eixξdξ =
∑
k∈Z

f̂k
p1∫
−p1

ψ̂p,p1(ξ)eiξ(x+h1k)dξ =

∑
k∈Z

f (kh1)ψp,p1(x − h1k), ψp,p1(x) =
1

2p1

p1∫
−p1

ψ̂p,p1(ξ)eiξxdξ

Замечание. Функция ψ̂p,p1 может быть выбрана непрерывной или даже
гладкой, что значительно ускорит затухание ψp,p1 по сравнению с sc .
Однако, функции ψp,p1(x + h1k) не обязаны быть ортогональными.
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Недонасыщение

Что будет, если известны f (kh2), k ∈ Z, и
h2 >

π
p (недонасыщение, undersampling)?

Посмотрим...

p2
def
= π

h2
< p < 3p2, f (kh2) =

p∫
−p

f̂ (ξ)eikh2ξdξ =
3p2∫
−3p2

f̂ (ξ)eikh2ξdξ =

p2∫
−p2

eikh2ξ(f̂ (ξ) + f̂ (ξ − 2p2) + f̂ (ξ + 2p2))dξ
def
= 2p2 f̂2,−k∑

k

f (kh2)sc(p2x − kπ) =
∑
k

f̂2,k
p2∫
−p2

eiξ(x+h2k)dξ =
p2∫
−p2

(
∑
k

f̂2,keiξh2k)eiξxdξ

Замечание.
∑

f̂2,keiξh2k – ряд Фурье 2p2−периодизации исходной функции
f̂ (ξ). Из-за этого возможно паразитное усиление некоторых частот, даже тех,
которых не было в исходной полосе.
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Теорема Котельникова и ортогональные разложения

Лемма. FeωTτg = T−ωeτFg ∀τ, ω ∈ R ∀g ∈ S′.
g ∈ S =⇒

∫
g(t + τ)ei(ω−ξ)tdt = ei(ξ−ω)τ

∫
g(s)e−i(ξ−ω)sds.

Следствие. f , g ∈ L2 =⇒ (f , (Tτg)eω) = (f̂ , T−ω(eτ ĝ)).

Базис Котельникова: gm,n(t) = e2impt sin(pt−πn)
pt−πn , p > 0, n,m ∈ Z.

g(t) = sc(pt) =⇒ gm,n = e2mpT−nhg & (Fg)(ξ) = θ(p2−ξ2)
2p ;

(gmn, gkl) = (Fgmn,Fgkl) = (T−2mpe−nhFg ,T−2kpe−lhFg) =⇒ (gmn, gkl) =

Cn,lδk,m; Cn,l = (gmn, gml) =
1

4p2

p−2mp∫
−p−2mp

ei(l−n)h(ξ−2mp)dξ =
δn,l
2p

(f ,gm,n)
‖gm,n‖2 =

(f̂ ,T−2mp(e−nh)Fg)
‖gm,n‖2 =

p−2mp∫
−p−2mp

einhξ f̂ (ξ)dξ;

m = 0 & supp f ⊂ (−p, p) =⇒ (f ,gm,n)
‖gm,n‖2 = f (nh)δ0m.
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Оконное преобразование Фурье.

Дискретное оконное преобразование.

g ∈ L2, α, h > 0, n,m ∈ Z. gm,n(t)
def
= eimαtg(t − nh) = (emαT−nhg)(t)

f ∈ L2, Twin
m,nf

def
= (f , gm,n)

Непрерывное оконное преобразование.

g ∈ L2, gω,τ
def
= eωT−τg .

f ∈ L2, Twin
ω,τ f

def
= (f , gω,τ ) =

∫
f (t)e−iωtg∗(t − τ)dt.

Требования к g : частотно-временная локализация
g называют окном, оболочкой. Как правило, g : R→ R. Хорошая
частотно-временная локализация ⇔ быстрое затухание g(t), (ĝ)(ξ) при
t, ξ → ±∞. Например, g(t) = e−t

2/2 – распространённый выбор.
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Вэйвлет-преобразование.

Материнский вэйвлет.

(i) ψ ∈ L2; (ii) Cψ
def
= 2π

∫ |ψ̂(ξ)|2dξ
|ξ| <∞.

От материнского вейвлета, как правило, требуется хорошая
частотно-временная локализация =⇒ ψ ∈ L1 =⇒ ψ̂ ∈ C.

В таком случае Cψ <∞ =⇒ ψ̂(0) =
∞∫
−∞

ψ(t)dt = 0.

Непрерывное преобразование.
a, b ∈ R, ψa,b(t) = 1√

|a|
ψ( t−ba ).

f ∈ L2, (Twvl f )(a, b) = (f , ψa,b) = 1√
|a|

∫
f (t)ψ( t−ba )dt.

Дискретное преобразование.
λ, h > 0, m, n ∈ Z ψm,n(t) = λ−

m
2 ψ(λ−mt − nh).

f ∈ L2, Twvl
m,nf = (f , ψm,n) = 1√

λm

∫
f (t)ψ(λ−mt − nh)dt.
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Обращение.

Непрерывное вейвлет-преобразование.

f (t) = 1
Cψ

∫ ∫ (f ,ψa,b)ψa,b(t)dadb
a2 .

Непрерывное оконное преобразование.
f (t) = 1

Cg

∫ ∫
(f , gω,τ )gω,τ (t)dωdτ, Cg = (2π‖g‖2).

Обращение дискретных преобразований
Всё не так просто...
1. Образуют ли функции ψm,n ортобазис?
2. Образуют ли функции ψm,n хоть какой-то базис?
3. Насколько численно устойчива процедура восстановления сигнала по
вейвлет-базису?
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