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Проблема обращения дискретных преобразований.

Дискретное оконное преобразование.

g ∈ L2, α, h > 0, n,m ∈ Z. gm,n(t)
def
= eimαtg(t − nh) = (emαT−nhg)(t)

f ∈ L2, Twin
m,nf

def
= (f , gm,n)

Дискретное вэйвлет преобразование.

Материнский вэйвлет: (i) ψ ∈ L2; (ii)
∫ |ψ̂(ξ)|2dξ

|ξ| <∞.
λ, h > 0, m, n ∈ Z ψm,n(t) = λ−

m
2 ψ(λ−mt − nh).

f ∈ L2, Twvl
m,nf = (f , ψm,n) = 1√

λm

∫
f (t)ψ(λ−mt − nh)dt.

Главный вопрос: восстановима ли f по Twvl
m,nf (Twin

m,nf )

и устойчива ли эта процедура численно?
Хороший случай: {ψm,n} ({gm,n}) – ортобазис =⇒ f =

∑
m,n

(f , ψm,n)ψm,n,

‖f ‖2 =
∑
m,n

(f , ψm,n)2. f̃ =
∑
m,n

((f , ψm,n) + εmn)ψm,n =⇒ ‖f̃ − f ‖2 =
∑
m,n

ε2mn.
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Базис Хаара

Вейвлет Хаара: ψ = θ(t)− 2θ(t − 1/2) + θ(t − 1); ψ̂ = 2isin2(ξ)e−
iξ
2

πξ

Рис. : Слева – вейвлет Хаара, справа – его Фурье-образ.

Базис: ψmn(t)
def
= 2−m/2ψ(2−mt − n)

Ортогональность.
suppψmn = [2mn, 2m(n + 1)]

def
= Imn =⇒|Imn ∩ Imk | = 0 =⇒ (ψmn, ψmk) = δkn;

Предложение.
j ∈ N & |Imn ∩ Im+j,q| > 0 =⇒ Imn ⊂ Im+j,q & ψm+j,q|Imn ≡ const.
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Базис Хаара. Продолжение.

Доказательство предложения.
Предположение=⇒ 2m+jq ≤ 2mn < 2m+j(q + 1) ⇔ 2jq ≤ n < 2j(q + 1) ⇔
2jq < n+ 1 ≤ 2j(q + 1). 2jq ≤ n < 2j−1(2q + 1) ⇔ 2jq < n+ 1 ≤ 2j−1(2q + 1)
=⇒ ψm+j,q|Imn ≡ const. 2j−1(2q + 1) ≤ n < 2j(q + 1) ⇔
2j−1(2q + 1) < n + 1 ≤ 2j(q + 1) =⇒ ψm+j,q|Imn ≡ const.

Ортогональность

Предл. =⇒ (ψm+j,q, ψm,n) =
∫

Imn∩Im+j,n

ψm+j,qψm,ndt =

{
0, |Imn ∩ Im+j,q| = 0,
±

∫
Imn

ψm,ndt = 0

Полнота.
χmn – характ. функции Imn, ‖χmn‖2 = |Imn| = 2m.
∀ j ∈ N ∃ q ∈ Z : 2jq ≤ n < 2j(q + 1) ⇔ Imn ⊂ Im+j,q

=⇒ (χm,n, ψm+j,n)2 = 2−m−j |Imn|2 =⇒
∞∑
j=1

(χmn, ψm+j,n)2 = 2m
∞∑
j=1

2−j = 2m
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Понятие фрейма

Определение.
Пусть H – гилбертово пространство, J ⊂ Zk . Множество {ψj}j∈J ⊂ H –
фрейм ⇔ ∃A,B > 0 : B‖f ‖2 ≤

∑
j∈J
|(f , ψj)|2 ≤ A‖f ‖2; A,B – границы

фрейма. Фрейм – жёсткий ⇔ A = B,
∑
j∈J
|(f , ψj)|2 = A‖f ‖2

Пример 1.
3
√
1 = {1, i

√
3−1
2 ,− i

√
3+1
2 } – жёсткий фрейм в C с A = B = 3:∑

ψj∈ 3√1
|(f , ψj)|2 =

∑
ψj∈ 3√1

|f ψj |2 = |f |2
∑

ψj∈ 3√1
|ψj |2 = 3|f |2 = 3‖f ‖2

Пример 2.

ψ1 = (1, 0), ψ2 = (−1,
√

3)
2 , ψ3 = − (1,

√
3)

2 – жёсткий фрейм в C2 с A = B = 3/2:∑
|(f , ψj)|2 = |f1|2 + |f2

√
3−f1|2
4 + |f2

√
3+f1|2
4 = 3‖f ‖2/2
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Свойства фреймов.

Фреймы и базисы.
Фрейм с A = B = 1 = ‖ψj‖ ∀j ∈ J – ортонормированный базис.

Фрейм-преобразование

F : f → f̂j = (f , ψj), F : H→ l2(J) – ограничен.

Обращение F в жёстком случае.

A‖f ‖ = ‖f̂ ‖l2 =⇒ A(f , g) = (f̂ , ĝ) =
∑
j∈J

(f , ψj)(ψj , g) =⇒ f =
∑
j∈J

(f ,ψj )ψj

A .

Обращение F в общем случае.

‖f̂ ‖2l2 – квадратичная форма над H, ∃G : H→ H, ‖G‖ ≤ B, G∗ = G , ‖f̂ ‖2l2 =

(Gf , f ) =⇒ Gf =
∑
j∈J

(f , ψj)ψj =⇒ f =
∑
j∈J

(f , ψj)ψ̃j , ψ̃j = G−1ψj .
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∑
j∈J

(f , ψj)(ψj , g) =⇒ f =
∑
j∈J

(f ,ψj )ψj

A .

Обращение F в общем случае.

‖f̂ ‖2l2 – квадратичная форма над H, ∃G : H→ H, ‖G‖ ≤ B, G∗ = G , ‖f̂ ‖2l2 =

(Gf , f ) =⇒ Gf =
∑
j∈J

(f , ψj)ψj =⇒ f =
∑
j∈J

(f , ψj)ψ̃j , ψ̃j = G−1ψj .

Моргулис А. Б. Непр. модели Лек. 9. Вейвлеты и вокруг-I 12 мая 2020 г. 6 / 8



Свойства фреймов.
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Двойственность фреймов.

Определение.

{ψj}j∈J – фрейм =⇒ {ψ̃j}j∈J
def
= G−1{ψj}j∈J – двойственный фрейм; его

границы – A−1,B−1; двойственный оператор обозначается F̃.˜̃
ψj = ψj =⇒

∑
j∈J

(f , ψ̃j)ψj = f =
∑
j∈J

(f , ψj)ψ̃j .

B = A =⇒ (Gf , f ) = A‖f ‖2 =⇒ G = Aid =⇒ ψ̃j =
ψj

A .

Вариационные свойства.

f̌
def
= F̃f . ‖f̌ ‖2l2 = inf{‖c‖2l2 , c :

∑
j∈J

cj ψ̃j = f }

Пример 3.

ψ1 = (1, 0), ψ2 = (−1,
√

3)
2 , ψ3 = − (1,

√
3)

2 , f = 2((f ,ψ1)ψ1+(f ,ψ2)ψ2+(f ,ψ3)ψ3)
3 =

2(((f ,ψ1)+c)ψ1+((f ,ψ2)+c)ψ2+((f ,ψ3)+c)ψ3)
3 ∀ c ∈ R.
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Фреймы вейвлетов.

Итерационное обращение G.
Gu = v ⇔ u = u − λ(Gu − v) ⇔ u = Ku + λv , K = id − λG.
λ = 2

A+B =⇒ A−B
A+B ‖u‖

2 ≤ ((u−λG)u, u) ≤ B−A
A+B ‖u‖

2 =⇒ ‖K‖ ≤ B−A
A+B < 1 =⇒

работает метод простой итерации.
Формула восстановления
=⇒ f =

∑
j∈J

(f , ψj)ψ̃j , ψ̃j = Gψj =⇒ Gf = g , g =
∑
j∈J

(f , ψj)ψj .

Необходимое условие.

ψ ∈ L2, λ > 1, h > 0, ψmn(t)
def
= λ−

m
2 ψ(λ−mt − nh), {ψmn} – фрейм с

границами A,B =⇒ Ah lnλ
π ≤

∫
±ξ>0

|ψ̂(ξ)|2 dξ
|ξ| ≤ Bh lnλ

π

Достаточное условие.

|ψ̂(ξ)| ≤ C |ξ|α(1 + |ξ|)−γ , α > 0, γ > 1 + α =⇒ ∃ h∗ : ∀ h < h∗ {ψmn} –
фрейм.
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