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Мультивэйвлеты, фреймлеты, «октавы»

Структура фрейма.

Фрейм: . . . , ψ(1)
mn, ψ

(2)
mn, . . . , ψ

(N)
mn , . . .

ψ
(ν)
mn (x) = 2−

m
2 ψ(ν)(2−mx − nh) m, n ∈ Z, ν = 1, . . . ,N.

Пример: ψ(ν)(x) = 2−
ν−1
2N ψ(2−( ν−1

N )x) – голоса октавы.

Цель.
Фрейм: ψ(λ−mx − nh), A,B - границы фрейма. A/B ≈ 1 – быстрое
восстановление. Цель: A/B ≈ 1 при λ = 2.

Удобство λ = 2.
ψ(2−mx − nh) = ψ( x−b

a ), где b = 2mnh, a = 2m; m→ m + 1 =⇒
(a, b)→ 2(a, b).
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Пример: октава MHAT
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Вычисление вэйвлет-коэффициентов

Постановка вопроса.
Вычисление (f , ψmn) включает интегрирование по интервалам длины ∼ 2m,
что приводит к трудностям при больших m > 0.

Основное предположение.
∃ φ : φ(x) =

∑
p
cpφ(2x − p); ψ =

∑
q
dqφ(x − q);

Возможность рекурсии
ψmn(x) = 2−

m
2 ψ(2−mx − n) =

∑
q
dq2−

m
2 φ(2−mx − n − q) =

∑
q
dqφm,n+q

φm,k
def
= 2−

m
2 φ(2−mx − k) =

∑
p
cpφ(2(2−mx − k)− p) =

∑
p
cpφm−1,2k+p;

(f , ψmn) =
∑
q
dq(f , φm,n+q) =

∑
p,q

dqcp(f , φm−1,2(n+q)+p);

Пример: ψ = c
(
φ(x)− φ(x+1)+φ(x−1)

2

)
, c : ‖ψ‖ = 1; φ̂(ξ) = 1√

2π

(
sin( ξ2 )
ξ
2

)4
.
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Оконные фреймы

Дискретное оконное ПФ

f → Tmnf = (f , gmn), gmn(t)
def
= eimωtg(t − nτ) g ∈ L2 – задана.

Роль частоты Найквиста.
{gmn} – фрейм c границами A,B =⇒ A ≤ 2π‖g‖

τω ≤ B;
‖g‖ = 1 & {gmn} – жёсткий фрейм =⇒ A = B = 2π‖g‖

τω ;
‖g‖ = 1 & {gmn} – ортобазис 1 = A = B = 2π‖g‖

τω ;

Грубое достаточное условие
∃ C > 0, γ > 1 : |g(t)| ≤ C

(1+|t|)γ ∀ t =⇒ ∃ω∗ : ω < ω∗ =⇒ {gmn} – фрейм.

Двойственный фрейм.
Восстановление: f =

∑
(f , gmn)g̃mn, g̃mn = eimωt g̃(t − nτ), g̃ = G−1g .
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Гауссово окно: g = e−
x2
2

4√π

Полнота.
{gmn} полна в L2 ⇔ ωτ ≤ 2π.

Это не ортобазис!
ωτ = 2π =⇒ inf{

∑
mn
|(f , gmn)|2 : ‖f ‖ = 1} = 0

ωτ = 2π =⇒«плохой» двойственный фрейм.
f =

∑
mn

(f , gmn)g̃mn, gmn 6∈ L2; сходимость ряда лишь в смысле распределений.
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Теорема о частотно-временной локализации фрейма
вэйвлетов.

Условия локализации материнского вэйвлета.
Пусть
∃ C , α, β, γ > 0 : ∀ x |ψ(x)| ≤ C (1 + x2)−

1+α
2 , |ψ̂(ξ)| ≤ C |ξ|β(1 + ξ2)−

1+β+γ
2 .

Формулировка.

Пусть ψ удовлетворяет условию локализации, и ψmn(x)
def
= λ−

m
2 ψ(λ−mx − nh)

образуют фрейм с границами A,B. Тогда
∀ ε, ω0, ω1,T > 0 ∃ M ⊂ Z2 : |M| <∞ & ∀f ∈ L2 ‖f −

∑
(m,n)∈M

(f , ψmn)ψ̃mn‖ ≤√
B
A (‖f̂ ‖2,(−ω0,ω0) +‖f̂ ‖2,(−∞,ω1) +‖f̂ ‖2,(ω1,∞) +‖f ‖2,(−∞,T ) +‖f ‖2,(T ,∞) +ε‖f ‖)

Замечание.

∀ ε > 0 lim
ω0→+0,ω1,T→∞

|M|
4T (ω1−ω0) ∼ ε

2
γ
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∃ C , α, β, γ > 0 : ∀ x |ψ(x)| ≤ C (1 + x2)−

1+α
2 , |ψ̂(ξ)| ≤ C |ξ|β(1 + ξ2)−

1+β+γ
2 .

Формулировка.

Пусть ψ удовлетворяет условию локализации, и ψmn(x)
def
= λ−

m
2 ψ(λ−mx − nh)

образуют фрейм с границами A,B. Тогда
∀ ε, ω0, ω1,T > 0 ∃ M ⊂ Z2 : |M| <∞ & ∀f ∈ L2 ‖f −

∑
(m,n)∈M

(f , ψmn)ψ̃mn‖ ≤√
B
A (‖f̂ ‖2,(−ω0,ω0) +‖f̂ ‖2,(−∞,ω1) +‖f̂ ‖2,(ω1,∞) +‖f ‖2,(−∞,T ) +‖f ‖2,(T ,∞) +ε‖f ‖)

Замечание.

∀ ε > 0 lim
ω0→+0,ω1,T→∞

|M|
4T (ω1−ω0) ∼ ε

2
γ
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Теорема о частотно-временной локализации оконного
фрейма.

Условия локализации окна.
Пусть ∃ C , α > 0 : ∀ x |g(x)| ≤ C (1 + x2)−

1+α
2 , |ĝ(ξ)| ≤ C (1 + ξ2)−

1+α
2 .

Формулировка.

Пусть g удовлетворяет условию локализации, и gmn(x)
def
= eimωtg(t − nτ)

образуют фрейм с границами A,B. Тогда ∀ ε,Ω,T > 0 ∃ M ⊂ Z2 : |M| <∞
& ∀f ∈ L2 ‖f −

∑
(m,n)∈M

(f , gmn)g̃mn‖ ≤√
B
A (‖f̂ ‖2,(−∞,−Ω) + ‖f̂ ‖2,(Ω,∞) + ‖f ‖2,(−∞,−T ) + ‖f ‖2,(T ,∞) + ε‖f ‖)

Замечание.

∀ ε > 0 ∃δε, σε : M ⊂ M̃
def
= {(m, n) : |mω| < Ω + σε, |nτ | ≤ T + δε};

lim
Ω,T→∞

|M̃|
4TΩ = 1

τω
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Проблема ортогонального базиса оконных функций.

Оконные базисы плохо локализованы.

Теорема. Пусть τω = 2π и оконные функции gmn(x)
def
= eimωtg(t − nτ)

образуют фрейм. Тогда расходится хотя бы один из интегралов∫
ξ2ĝ(ξ)dξ

∫
x2g(x)dx .

Базисы оконного типа.

Gmn = ϕ(x − n
2 )

{
cos 2πmx , m + n чётно
sin 2πmx , m + n нечётно , ϕ ∈ S.
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Кратномасштабный анализ.

Определение.
Кратномасштабный анализ (КМА) состоит из цепочки подпространств
. . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . .Vj ⊂ . . . ⊂ L2, j ∈ Z , и функции ϕ ∈ L2,
таких, что L2 =

⋃
j∈Z

Vj ,

f ∈ Vj ⇔ f (2j ·) ∈ V0, f ∈ V0 =⇒ f (· − n) ∈ V0

ϕ0n
def
= ϕ(· − n) – образуют ортобазис в V0. Функция ϕ называется

масштабирующей.

Пример.

КМА Хаара: V0 = Lin({ϕ0n}), ϕ = θ(t)− θ(t − 1).

Замечание.
ϕm,n = 2−

m
2 ϕ(2−m · −n) – ортонормированный базис в Vm ∀m ∈ Z.
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КМА и вэйвлеты.

Основной принцип.
Для любого КМА найдётся материнский вэйвлет ψ, такой, что
ψmn = 2−

m
2 ψ(2−m · −n) образуют ортобазис в L2, причём

Pj−1f = Pj f +
∑
n∈Z

(f , ψjn)ψjn, Pj – ортопроектор на Vj .

Вычисление материнского вэйвлета.
ψ =

∑
n∈Z

(−1)nχ∗1−nϕ−1,n, χn = (ϕ,ϕ−1,n)

Пример. Базис Хаара.
χn =

√
2
∫

(θ(t)− θ(t − 1))(θ(2t − n)− θ(2t − n − 1))dt =
∫

(0,1)∩( n
2 ,

n+1
2 )

dt ={ 1√
2
, n ∈ {0, 1}

0, n 6∈ {0, 1}
=⇒ ψ(t) =

ϕ−1,0(t)−ϕ−1,1(t)+√
2

=

(θ(2t)− θ(2t − 1))− (θ(2t − 1)− θ(2t − 2)) = (θ(t)− 2θ(t − 1/2) + θ(t − 1))
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