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Аннотация. Работа посвящена изучению исследованию процессов распределения ре-
сурсов в динамических ресурсных сетях, т. е. сетях пропускные способности дуг которых
зависят от времени. Распределение ресурса в сети происходит в дискретном времени, при
этом, ресурс каждой вершины распределяется только между смежными с ней вершина-
ми по некоторым правилам. Показано, что подход, основанный на построении вспомога-
тельной сети, разработанный для решения задачи о кратчайшем пути, применим и для
сведения задачи о распределении ресурса в динамической сети к аналогичной задаче для
вспомогательной сети. Разработан подход к исследованию процессов перераспределения
ресурса в таких сетях. Предложены методы нахождения порогового значения и предель-
ного состояния в динамических ресурсных сетях.

Ключевые слова: ресурсная сеть, динамические сети, пороговое значение, процессы
распределения ресурсов, предельное состояние в ресурсной сети.
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Abstract. This paper is devoted to studying of the processes of resource allocation in
dynamic resource networks. In such networks, the capacities of the arcs depends on time.
Resource allocation in the network occurs in discrete time. The resource of each vertex is
distributed only between adjacent vertices according to some rules. It is shown that the
approach based on the construction of an auxiliary network, which is developed to solve the
shortest path problem, is also applicable to reduce the problem of resource allocation in a
dynamic network to a similar problem in an auxiliary network. An approach to the study
of processes resources reallocation is developed for such networks. Methods for finding the
threshold value and the limit state in dynamic resource networks are proposed.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ресурсные сети являются потоковой моделью, предложенной в работах О. П. Кузнецова
и Л. Ю. Жиляковой (см., например, [1]–[3], [6]). Ресурсная сеть — это сеть, для каждой дуги
которой указана пропускная способность, а для каждой вершины — величина находящегося
в ней ресурса. В каждый момент дискретного времени ресурс каждой вершины перераспре-
деляется между смежными с ней вершинами по определённым правилам. Таким образом,
между каждыми последовательными моментами времени по дугам сети проходит поток. При
этом, правила функционирования сети удовлетворяют двум условиям. Первое условие (усло-
вие замкнутости сети): ресурс ни в какой вершине сети не добавляется извне и не исчезает.
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Второе условие (условие неразрывности): ресурс, выходящий из вершины, вычитается, а вхо-
дящий в вершину, прибавляется к ресурсу данной вершины.

Поскольку ресурс перераспределяется между вершинами сети в некоторой пропорции, то
задача нахождения предельного распределения ресурса в сети, схожа как с задачей поиска
сбалансированного потока, рассмотренной в статье [4], так и с задачами о распределении
потока, рассмотренными в статье [9].

В работах [5] и [8] исследованы графы с зависимостью весов дуг от времени. Показано
что, такие ограничения аналогичны ограничениям нестандартной достижимости (см. [5]) и
предложены подход для решения задач о потоках в таких сетях.

В настоящей работе рассмотрены задачи распределения ресурсов в сетях с зависимостью
пропускной способности дуг от времени. Разработан метод нахождения порогового значения
T , а так же предельного состояния Q∗ для малых ресурсов.

2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Приведем основные понятия, определения и утверждения [1]–[3], [6].
Определение 1. Ресурсной сетью называют связную ориентированную сеть G(X,U, f)

(где X = {x1, . . . , xn}) без стоков, для каждой дуги u которой указана пропускная способ-
ность r(u), и задана вектор-функция Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)), где qi(t) > 0∀ i ∈ [1;n]Z .

Величина qi(t) называется количеством ресурса в вершине xi в момент времени t.
Для того, чтобы определить вектор-функцию Q(t) задается вектор Q(0) начального рас-

пределения ресурса в сети G и указываются правила перераспределения ресурсов (правила
функционирования сети):

qi(t+ 1) = qi(t)−
∑

u∈[xi]+
F (u, t) +

∑

u∈[xi]−
F (u, t) ∀ i ∈ [1;n]Z ,

где F (u, t) — величина ресурсного потока выходящего по дуге u в момент времени t опреде-
ляется следующим образом (для определенности будем считать, что xj начальная вершина
дуги u):

F (u, t) =





r(u), qj >
∑

r∈[xj]+
r(v);

r(u)∑

v∈[xj ]
+
r(v) · qj(t), qj 6

∑
r∈[xj]+

r(v).

Здесь и далее через [x]+ будем обозначать множество дуг, выходящих из вершины x, а через
[x]− — множество дуг входящих в вершину x.

Определение 2. Состояние Q(t) называется устойчивым, если выполняется Q(t) =
= Q(t+ 1).

Согласно правилам перераспределения ресурса если Q(t) устойчиво, то для всех натураль-
ных i имеет место равенство Q(t) = Q(t+ i).

Определение 3. Состояние Q∗ = (q∗1, . . . , q
∗
n) называется асимптотически достижи-

мым из состояния Q(0), если для каждого i ∈ [1;n]Z и всякого ε > 0 существует tε такое,
что для всех t > tε имеем место неравенство |q∗ − qi(t)| < ε.

Определение 4. Состояние Q∗ называется предельным, если оно либо устойчиво и су-
ществует такой момент времени t, что Q∗ = Q(t), либо оно асимптотически достижимо
из состояния Q(0).

Определение 5. Ресурсную сеть будем называть эргодической, если она является силь-
но связной.

Определение 6. Эргодическую ресурсную сеть будем называть регулярной, если суще-
ствует, по крайней мере, два цикла, длины которых являются взаимно простыми числами.
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Определение 7. Эргодическую сеть, наибольший общий делитель d длин всех циклов
которой строго больше единицы, будем называть d-циклической.

Определение 8. Эргодическую компоненту ресурсной сети будем называть изолирован-
ной, если из любой ее вершины достижимы только вершины этой же компоненты.

Определение 9. Ресурсную сеть будем называть полуэргодической, если она является
связной и на ней существует единственная изолированная эргодическая компонента.

3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСА НА ГРАФЕ С ЗАВИСИМОСТЬЮ
ОГРАНИЧЕНИЙ ОТ ВРЕМЕНИ

Рассмотрим вопрос о распределении ресурса в ресурсных сетях с зависимостью ограни-
чений от времени. При этом будем рассматривать сети с временными пропускными способ-
ностями и сети с периодической зависимостью от времени пропускных способностей (см. [5],
[8]).

Ресурсную сеть Gp(X,U, f) будем называть периодической динамической по времени, если
в которой каждой дуги такой сети задана не одна величина ее пропускной способности, но
некоторая последовательность пропускных способностей, каждая из которых ставится в со-
ответствие данной дуге только в свой определенный момент, при этом, начиная с некоторого
момента времени p > 0 зависимость пропускных способностей дуг является периодической
с периодом равным величине D > 0, т. е. для каждого момента времени t > p в сети Gp

выполняется соотношение r(u, t) = r(u, t+D) ∀u ∈ U .

Для распределения ресурса на графе с периодическим по времени построим вспомогатель-
ную сеть G′ для сети Gp следующим образом (см. [5], [8]):

Каждой вершине x исходной сети Gp поставим в соответствие s = p + D вершин
{x0, x1, . . . , xs−1} на вспомогательной сети G′, а каждой дуге u ∈ U (f(u) = (x, y)) ставим
в соответствие s дуг {u1, . . . , us} таких, что f ′(ui) = (xi−1, yi) для всех значении i ∈ [1; s− 1]Z
и f ′(us) = (xs−1, yp). Пропускные способности дуг ui на вспомогательной сети имеют вид
r(ui) = r(u, i) для всех значении i ∈ [1; s − 1]Z .

Отметим что, вспомогательная сеть G′ сети Gp разбита на два слоя: допериодический слой,
который состоит из уровней (от нулевого уровня до уровня p) и периодический слой, который
состоит из D уровней (от уровня p до уровня p+D − 1).

Заметим что, ресурс на вспомогательной сети приходит через допериодического слоя толь-
ко один раз и начиная от уровня p ресурс циркулирует на периодических слоях, поэтому часть
вспомогательной сети от нулевого уровня до уровня p является подготовительной части. Та-
ким образом, можно рассматривать только случай, когда p = 0, т.е. вспомогательная сеть
состоит из D уровней периодической части.

Таким образом, состоянием в динамической ресурсной сети G0(X,U, f), т.е. и в ее вспо-
могательной сети G′ в момент времени t, (0 < t 6 k · D, для всех значении k ∈ N) имеет
вид

Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)) = Q′(t) =




qD−1
1 (t) qD−1

2 (t) . . . qD−1
n (t)

qD−2
1 (t) qD−2

2 (t) . . . qD−2
n (t)

...
...

. . .
...

q01(t) q02(t) . . . q0n(t)


 ,

де qji (t) — величина ресурса вершины xji , (i ∈ [1;n]Z и j ∈ [0;D − 1]Z) в момент времени t,

при этом
n∑
i=0

qji (t) =W .
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4. НАХОЖДЕНИЕ ПОРОГОВОГО ЗНАЧЕНИЯ И ПРЕДЕЛЬНОГО
СОСТОЯНИЯ НА ДИНАМИЧЕСКОЙ СЕТИ

Рассмотрим периодическую динамическую ресурсную сеть G0(X,U, f), являющейся K-
циклической и ее вспомогательную сеть G′, тогда G′ состоит из D уровней, значит, каждый
простой цикл (контур) на графе G′ имеет длину, кратную числу D.

Исходная сеть G0 является K-циклической, поэтому НОД длины всех пути на нее равен
K, а это означает что, каждый простой цикл имеет длину, кратную числу K.

Таким образом, наибольший общий делитель длин циклов на графе G′ равен НОК(D,K),
а это означает что, вспомогательная сеть является НОК(D,K)-циклической сетью.

Замечание 1. Вспомогательная сеть состоит из изолированных компонент сильной
связности и каждая изолированная компонента является НОК(D,K)-циклической.

Таким образом, для нахождения порогового значения T периодической динамической сети
G0, построим ее вспомогательную сеть G′ и рассмотрим два случая: 1) сеть G′ является
эргодической (сильно связной) и 2) сеть G′ не является эргодической.

Первый случай: Если вспомогательная сеть G′ является эргодической ресурсной сетью,
тогда она состоит из одной компоненты сильной связности, которая является НОК(D,K)-
циклической сетью. Таким образом, нахождение порогового значения вспомогательной сети
G′ может быть найдено как в работах [1] и [7], но так как вспомогательная сеть состоит из
уровней (см. [5], [8]) и вершины каждого уровня соответствуют вершинам исходной сети в
определенный момент времени, т.е. суммарный ресурс в вершинах каждого уровня одинако-

вый. Следовательно, пороговое значение T исходной сети G0 имеет вид: T =
T (G′)
D

.

Не трудно показать, что выбор правила зависимости пропускных способностей от времени
существенно влияет на величину порогового значения.

Второй случай: Если вспомогательная сеть G′ не является эргодической, тогда она
состоит из m =НОД(D,K) компонент сильной связности Hθ (θ ∈ [1;m]Z). Каждая из ком-
понент Hθ является НОК(D,K)-циклической сетью, на которой в момент времени t ∈ R+

распределяется ресурс, суммарной величины Wθ(t), при этом 0 6Wθ(t) 6 D ·W .
Пусть вершина xji ∈ X ′ вспомогательной сети G′, тогда будем говорить, что в момент

времени t вершина принадлежит множеству Z−(t), если qji (t) 6
∑

v∈[xji ]+
r(v), а в противном

случае будем говорить, что xji ∈ Z+(t).
Введём следующие обозначения: rj,ini =

∑

v∈[xji ]−
r(v), rj,outi =

∑

v∈[xji ]+
r(v).

Вершины вспомогательной сети G′ разбиваются на три класса: 1) вершины-приемники, 2)
вершины-источники, 3) нейтральные вершины. При этом, будем говорить, что xji является

— приемником, если rj,ini > rj,outi ;
— источником, если rj,ini 6 rj,outi ;
— нейтральной вершиной, если rj,ini = rj,outi .
Предельное состояние в сети имеет вид

Q∗ =




q∗D−1
1 q∗D−1

2 . . . q∗D−1
n

q∗D−2
1 q∗D−2

2 . . . q∗D−2
n

...
...

. . .
...

q∗01 q∗02 . . . q∗0n


 ,

где q∗ji (t) — величина ресурса вершины xji , (i ∈ [1;n]Z и j ∈ [0;D−1]Z ) вспомогательной сети.
Для каждой компоненты Hθ (θ ∈ [1;m]Z) отметим что:
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1. если вершина xji компоненты Hθ в момент времени t принадлежит множеству Z+(t),
тогда она, кроме ресурсного потока по выходящим из неё дугам, отдает ресурс величины
yji (t) = qji (t)−

∑

v∈[xji ]+
r(v) вершине следующего уровня (передаваемый ресурс будем называть

переносом ресурса). Отметим, что вершина xj+1
i принадлежит некоторой компоненте H ′ 6=

Hθ. Если в момент времени t + 1 вершина xj+1 принадлежит множеству Z+(t + 1), тогда
она, кроме ресурсного потока по выходящим из неё дугам, отдает перенос ресурса вершине
следующего уровня и так далее до тех пор, пока не найдётся момент времени, для которого
перенос из текущей вершины отсутствует.

2. если вершина xji компоненты Hθ в момент времени принадлежит множеству Z−(t), тогда
она отдает весь свой ресурс выходящим из неё дугам. Это означает что, перенос из текущей
вершины отсутствует.

Также отметим, что для каждой компоненты Hθ существует пороговое значение суммар-
ного ресурса Tθ, которое может быть найдено методами, предложенными в работах [1] и [7].

Теорема 1. Имеют место следующие утверждения:
1. Пороговое значение T динамической сети G0 может быть найдено по формуле

T =
T1 + T2 + · · ·+ Tm

D
, где m =НОД(D,K) и Tθ — пороговое значение суммарного ресур-

са компоненты Hθ (θ ∈ [1;m]Z);
2. Если величина суммарного ресурса W равна значению T , тогда предельное состояние

Q∗ существует и единственно.

Доказательство. Поскольку вспомогательная сеть G′ состоит из m компонент сильной
связности, каждая из этих компонент Hθ (θ ∈ [1;m]Z) является НОК(D,K)-циклической
сетью и в момент времени t имеет ресурс суммарной величины Wθ(t), и поскольку каждый
уровень вспомогательной сети G′ имеет постоянную величину суммарного ресурса, равную
W , тогда имеет место следующее равенство

D ·W =
m∑

i=1

Wi(t). (1)

Таким образом, при суммарном ресурсе W = T на вспомогательной сети, ресурс перерас-
пределяется на компонентах H1, H2, . . . , Hm. Для того, чтобы в предельном состоянии на
каждом такте вспомогательной сети, ресурс каждой вершины xji вспомогательной сети G′ не
превосходил суммы величин пропускных способностей дуг, выходящих из вершины xji , необ-
ходимо, чтобы суммарный ресурс каждой компоненты Hθ был не больше порогового значения
компоненты Hθ.

Другими словами, чтобы неравенство q∗ji 6
∑

v∈[xji ]+
r(v) выполнялось для всех вершин

вспомогательной сети, необходимо, чтобы для каждой компоненты выполнялось неравенство
W ∗
θ 6 Tθ (см. [1], [7]). Это означает что, в предельном состоянии каждая вершина xji вспо-

могательной сети принадлежит множеству Z∗−, т. е. ресурс суммарной величины W ∗
θ 6 Tθ

циркулирует только по компоненте Hθ, и нет переноса ресурса ни из одной вершины вспо-

могательной сети. А поскольку D · T = D ·W =
m∑
i=1

Wi =
m∑
i=1

Ti, значит, пороговое значение

исходной сети равно

T =

m∑
i=1

Ti

D
.

При условии W = T на исходной сети, отметим что:
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Рис. 1. Периодическая динамическая сеть G0(X,U, f, 2).
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Рис. 2. Вспомогательная сеть G′.
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Рис. 3. Компонента H2 вспомогательной сети G′.
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Рис. 4. Компонента H2 вспомогательной сети G′.
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— если вершина xji компоненты Hθ является нейтральной или вершиной-источником, тогда
в предельном состоянии она будет отдавать все свой ресурс и переходит в зону Z−.

— если вершина xji компоненты Hθ является вершиной-приемником, тогда она отдает в
момент времени t перенос yji (t).

Но поскольку каждая компонента Hθ (θ ∈ [1;m]Z) имеет в момент времени t суммарный
ресурс величины Wθ(t) и поскольку D ·W = D ·T , тогда из равенства (1) следует что, если в
какой-то компоненте Hθ1 в момент времени t1 выполняется неравенство Wθ1 > Tθ1 , то в этот
же момент существует, по крайней мере, одна компонента Hθ2 , имеющая суммарный ресурс
величины Wθ2 < Tθ2 . Тогда на компоненте Hθ1 существует хотя бы одна вершина-приемник
xji , которая отдает перенос ресурса в вершину xx+li компоненты Hθ2 . Заметим, что поскольку
в момент времени t1 для компоненты Hθ2 выполняется неравенство Wθ2 < Tθ2 и она не дает
ни каких переносов в другие компоненты, тогда все ее вершины принадлежат зоне Z− и на
ней существует хотя бы одна вершина x′ с ресурсом, величины q′(t1) <

∑
v∈[x′]Z

r(v), таким

образом, вершина x′ будет принимать перенос ресурса из компоненты Hθ1 пока в некоторый
момент t не выполнится равенство

q′(t) =
∑

v∈[x′]Z

r(v). (2)

Если существует несколько вершин вида x′ на компоненте Hθ2 , то перенос ресурса из ком-
поненты Hθ1 будет распределяться между этими вершинами и также выполнится равенство
(2) для каждой вершины x′. Последнее означает, что выполнятся равенства Wθ1 = Tθ1 и
Wθ2 = Tθ2 , а значит (см. [1], [7]), что для каждой подсети предельное состояние существует и
единственно.

Следовательно, предельное состояние на всей вспомогательной сети существует и един-
ственно.

Теорема доказана.
.
Пример. Рассмотрим динамическую ресурсную сеть G при D = 2 на рис. 1. Пропускные

способности дуг имеют следующий вид: r(u1) = {1, 3}, r(u2) = {2, 3}, r(u3) = {2, 1}, r(u4) =
{1, 3}, r(u5) = {4, 1}, r(u6) = {2, 3}, r(u7) = {1, 1}.

Согласно, метода построения вспомогательного графа (см. [5]), построим граф G′ (рис. 2.).
Заметим что, вспомогательная сеть G′ состоит из двух эргодических компонент H1 и H2

(рис. 3 и 4 соответственно) и каждая из этих компонент является 4-циклической сетью.
Находя пороговые значения компонент H1 и H2, получаем что, T1 = 4 и T2 = 6. Таким

образом, пороговое значение исходной сети равно T =
4 + 6

2
= 5 и при величине суммар-

ного ресурса W = T = 5 и любом начальном состояния Q(0) на исходной сети, предельное
состояние в сети будет иметь вид:

Q∗ =

(
0, 5 0, 5 1 1, 5 1 0, 5
0, 5 0, 5 1, 5 1 0, 5 1

)
.
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