
Íåêîòîðûå èç íèõ ïåðå÷èñëåíû â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
Ïàðàãðàôû 1�6 íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ

íåêîòîðûõ âû÷èñëèòåëüíûõ è ãðàôè÷åñêèõ ñðåäñòâ ñèñòåìû MAPLE
äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ. Â
ïàðàãðàôå 7 ïðèâåäåíû çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
Âàæíûì âîïðîñîì â èññëåäîâàíèè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäå-

íèå èõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé îñíîâíûì
èíñòðóìåíòîì àíàëèòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ÿâëÿåòñÿ òå-
îðåìà Ôåðìà.

Òåîðåìà (Ôåðìà; íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì. Åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0), òî
f ′(x0) = 0.

Åñëè â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ðàâíà íóëþ, òî÷êó íà-
çûâàþò êðèòè÷åñêîé èëè ñòàöèîíàðíîé.

Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî ïðèìåíèòü òå-
îðåìó î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Òåîðåìà (óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f : R → R ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 è ïóñòü ñóùåñòâóåò f(x0).

1. Åñëè â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî
f ′(x0) = 0 è f ′′(x0) ≥ 0. Åñëè â òî÷êå x0 îíà èìååò ëîêàëüíûé ìàê-
ñèìóì, òî f ′(x0) = 0 è f ′′(x0) ≤ 0.

2. Åñëè f ′(x0) = 0 è f ′′(x0) > 0, òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå
x0 ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Åñëè f ′(x0) = 0 è f ′′(x0) < 0, òî ôóíêöèÿ
f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû MAPLE. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ áóäåò
ôóíêöèÿ f(x) = 1

4
x4 − 2

3
x3 − 3

2
x2 + 2. Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) è åå ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäàäèì íàøó ôóíêöèþ:

> restart;
> f:=1/4*x^4-2/3*x^3-3/2*x^2+2;
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêàõ [−10, 10] è [−2, 4]

è íàðèñóåì åå ãðàôèê. Âíà÷àëå íàðèñóåì ãðàôèê ôóíêöèè íà
êàêîì-íèáóäü ïðîìåæóòêå, èñïîëüçóÿ êîìàíäó plot:

> plot(f,x=-10..10);

Ïîëó÷èì ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1 ñëåâà. Ðàññìîòðèì
áîëåå ïîäðîáíî ¾ïîäîçðèòåëüíûé¿ ïðîìåæóòîê:

> plot(f,x=-2..4);

Ïîëó÷èì ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1 ñïðàâà.
Ìû âèäèì, ÷òî íà äàííîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ èìååò äâà

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà è îäèí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Èç âèäà íà-
øåé ôóíêöèè (f(x) � ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè) ñëåäóåò, ÷òî äðó-
ãèõ ýêñòðåìóìîâ ó íåå íåò. Äàëåå ìîæíî áûëî áû ëîêàëèçîâàòü
êàæäûé èç íèõ è íàéòè åãî ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ òàêîãî
¾âèçóàëüíîãî¿ ìåòîäà.

Ïðåæäå ÷åì ëîêàëèçîâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ìîæíî íàðè-
ñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè íà âñåé îñè:

> plot(f,x=-infinity..infinity);

Ïî ýòîé êîìàíäå MAPLE ïîïûòàåòñÿ èçîáðàçèòü êà÷åñòâåííûé
âèä ãðàôèêà ôóíêöèè. Ýòî èíîãäà ìîæåò ïîìî÷ü îïðåäåëèòü,
ñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ èìååò äàííàÿ ôóíêöèÿ1.

1 Ïðè ýòîì ìàñøòàáû ïî îñÿì âûáèðàþòñÿ íåñòàíäàðòíî: ïîïðîáóéòå,
íàïðèìåð, íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè sinx íà âñåé îñè.
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Äàâàéòå òåïåðü ïðèìåíèì àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íàøåé ôóíêöèè. Âíà÷àëå âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Ôåðìà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x)
ñ ïîìîùüþ êîìàíäû diff:

> df:=diff(f,x);

Ïîëó÷èì
df := x3 − 2x2 − 3x.

Òåïåðü íàéäåì êîðíè ïðîèçâîäíîé, òî åñòü ðåøèì óðàâíåíèå
f ′(x) = 0. Ïðèìåíèì êîìàíäó solve:

> solve(df=0);

Ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè äâà äåéñòâèÿ â îäíî:

> solve(diff(f,x)=0);

Ïîëó÷àåì òðè êîðíÿ: 0, 3,−1. Ýòî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè
f(x). Ìû óæå çíàåì (èç âèäà ãðàôèêà), ÷òî −1 è 3 � ýòî ëîêàëü-
íûå ìèíèìóìû, à 0 � ýòî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Òåïåðü, ÷òîáû
íàéòè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, íóæíî êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ïî î÷åðåäè ïîäñòàâèòü â ôóíêöèþ:

> x:=0: print('x'=x, 'f'=f);
> x:=3: print('x'=x, 'f'=f);
> x:=-1: print('x'=x, 'f'=f);

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñëå ïðèñâîåíèÿ çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííîé x ñòîèò äâîåòî÷èå âìåñòî òî÷êè ñ çàïÿòîé. Ýòî ïîç-
âîëÿåò íå âûâîäèòü íà ïå÷àòü ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû. Â
äàííîì ñëó÷àå âûâîäîì íà ïå÷àòü óïðàâëÿåò êîìàíäà print.
Êîíå÷íî, ýòî ñäåëàíî òîëüêî äëÿ óäîáñòâà. Òå æå ðåçóëüòàòû,
íî â íåñêîëüêî ìåíåå óäîáíîé ôîðìå ìû ïîëó÷èì, âûïîëíÿÿ
òàêèå êîìàíäû:

> x:=0; f;
> x:=3; f;
> x:=-1; f;
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Èòàê, èìååì êðèòè÷åñêèå òî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè:

x = 0, f = 2,

x = 3, f = −37
4 ,

x = −1, f = 17
12 .

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåì êîìàíäó diff(f,x$2), â êî-
òîðîé ñèìâîë $2 îçíà÷àåò, ÷òî èùåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Íàéäåì çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
sign) â êàæäîé èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê:

> x:='x';
> ddf:=diff(f,x$2);
> x:=0: print('x'=x,'sign(ddf)'=sign(ddf));
> x:=3: print('x'=x,'sign(ddf)'=sign(ddf));
> x:=-1: print('x'=x,'sign(ddf)'=sign(ddf));

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðåä ïðèìåíåíèåì êîìàíäû diff
èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ x:='x', êîòîðàÿ âîññòàíàâëèâàåò x êàê
ïåðåìåííóþ ïîñëå òîãî, êàê ðàíåå â ïðîãðàììå åé áûëî ïðèñâî-
åíî êîíêðåòíîå çíà÷åíèå. Ïîëó÷èì:

x = 0, sign(ddf) = −1,
x = 3, sign(ddf) = 1,

x = −1, sign(ddf) = 1.

Èòàê, ïðè x = 0 ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, à ïðè
x = 3 è x = −1 � ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Ïîëíûé òåêñò ïðîãðàììûMAPLE ñì. â ïðèëîæåíèè, ñòð. 43.
Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðåëè îäèí ïðî-

ñòîé ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ïîñêîëüêó íàøà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, ìû çàðàíåå
çíàëè, ÷òî îíà èìååò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ (â íà-
øåì ñëó÷àå � íå áîëåå òðåõ). Áîëåå òîãî, MAPLE î÷åíü õîðîøî
ñïðàâëÿåòñÿ ñ íàõîæäåíèåì âñåõ êîðíåé ïîëèíîìà, à çíà÷èò,
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà äîñòàòî÷íî ýô-
ôåêòèâåí. Åñëè æå èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæ-
íîé, ïðèäåòñÿ îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà íàõîæäåíèå êîðíåé

8



ïðîèçâîäíîé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ f(x) = sin(x2) è
íàéäåì êîðíè åå ïðîèçâîäíîé:

> f:=sin(x^2);
> df:=diff(f,x); solve(df=0);

Ïîëó÷àåì òðè êîðíÿ: 0, 1
2

√
2
√

π, −1
2

√
2
√

π. Èç âèäà ãðàôèêà
ÿñíî, ÷òî 0 � òî÷êà (ëîêàëüíîãî) ìèíèìóìà, à ±1

2

√
2
√

π � òî÷êè
ìàêñèìóìà. Îäíàêî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàøà ôóíêöèÿ èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ. ×òîáû èõ íàéòè, ìîæíî ïðèìå-
íèòü ôóíêöèþ fsolve, â êîòîðîé óêàçàòü îòðåçîê, íà êîòîðîì
èùåòñÿ êîðåíü. Íàïðèìåð, ïî êîìàíäå

> fsolve(df=0,x=-2.5..-2);

íàéäåì åùå îäèí êîðåíü ïðîèçâîäíîé, à èìåííî, −2.170803764.
Çàìåòèì, ÷òî êîìàíäà fsolve âûäàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (â
îòëè÷èå îò êîìàíäû solve, ïî êîòîðîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êàê äëÿ ôóíêöèè f(x) = sin(x2)). Áîëåå
òîãî, êîìàíäà fsolve âûäàåò òîëüêî îäèí êîðåíü ôóíêöèè íà
óêàçàííîì èíòåðâàëå, à èíîãäà íå ìîæåò åãî íàéòè, äàæå åñëè
îí òàì åñòü! Ïîýòîìó â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ôóíêöèè ïðè
íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìîâ îñîáîå âíèìàíèå ïðèõîäèòñÿ óäåëÿòü
êîððåêòíîìó ïðèìåíåíèþ êîìàíä solve è fsolve.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîðåíü ôóíêöèè ëîêàëèçîâàí, òî äëÿ åãî
íàõîæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü è ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, èñ-
ïîëüçóÿ ñèñòåìó MAPLE. Âîò, íàïðèìåð, ïðîñòåéøàÿ ïðîãðàì-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîðíÿ ôóíêöèè df , åñëè óæå èçâåñòíî, ÷òî îí íàõîäèòñÿ íà îò-
ðåçêå [1.5, 4], ïðè÷åì df(1.5) < 0 è df(4) > 0:

> a:=1.5; b:=4;
> for i from 1 to 30 do x:=(a+b)/2:
if (df>0) then b:=(a+b)/2 else a:=(a+b)/2 fi od:
> (a+b)/2;

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ öèêëà îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ i ïðîáåãà-
åò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 30, ò. å. òåëî öèêëà âûïîëíÿåòñÿ 30 ðàç.
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