
Êîìàíäû do è od � ýòî îïåðàòîðíûå ñêîáêè, îòìå÷àþùèå íà÷à-
ëî è êîíåö òåëà öèêëà (âìåñòî êîìàíäû od ìîæíî èñïîëüçîâàòü
áîëåå äëèííóþ êîìàíäó end do). Ïðîäåìîíñòðèðóåì äðóãîé âà-
ðèàíò èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðà öèêëà:

> while b-a>0.00001 do x:=(a+b)/2:
if (df>0) then b:=(a+b)/2 else a:=(a+b)/2 fi od:

Êñòàòè, äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà (â òîì ÷èñ-
ëå ïðè ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ) ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ
ïåðåìåííàÿ Digits, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò êîëè÷åñòâî âûâîäè-
ìûõ öèôð ÷èñëà. Ïî óìîë÷àíèþ ýòîé ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çíà÷åíèå 10. ×òîáû âûâîäèòü áîëüøå öèôð, íóæíî (ëó÷øå â
íà÷àëå ïðîãðàììû) ïðèñâîèòü ïåðåìåííîé Digits áîëüøåå çíà-
÷åíèå.

2. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → R â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðå-
ìóì. Åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f(x0)

∂xi
,

i = 1, . . . , n, òî âñå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ.
Åñëè â òî÷êå x0 âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ðàâíû íóëþ,

òî÷êó íàçûâàþò êðèòè÷åñêîé èëè ñòàöèîíàðíîé.
Òåîðåìà (óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíê-

öèÿ f : Rn → R îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0.

1. Åñëè â òî÷êå x0 îíà èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî

∂f(x0)
∂xi

= 0, i = 1, . . . , n, (∗)

è ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
∂2f(x0)

∂x2
1

∂2f(x0)
∂x1∂x2

. . . ∂2f(x0)
∂x1∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂2f(x0)
∂xn∂x1

∂2f(x0)
∂xn∂x2

. . . ∂2f(x0)
∂x2

n

 (∗∗)
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íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Åñëè â òî÷êå x0 îíà èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (∗) è ìàòðèöà (∗∗) íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (∗) è ìàòðèöà (∗∗) ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (∗) è ìàòðèöà (∗∗) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà, òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû MAPLE.

Çàäàäèì ôóíêöèþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê æå, êàê íà ñòð. 5:

> f:=x^4+y^4-2*x^2-2*y^2+4*x*y;

Êàê è ðàíåå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â êîíêðåòíîé
òî÷êå (íàïðèìåð, (1,1)) íóæíî âûïîëíèòü òàêèå êîìàíäû:

> x:=1; y:=1; f;

Îäíàêî â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì èñïîëüçî-
âàíèå äðóãîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè � ñ ïîìîùüþ ôóíêöè-
îíàëüíîãî îïåðàòîðà:

> f:=(x,y)->x^4+y^4-2*x^2-2*y^2+4*x*y;

Ïðè îáðàùåíèè ê ôóíêöèè, çàäàííîé òàêèì îáðàçîì, íóæíî â
ñêîáêàõ óêàçûâàòü ñïèñîê åå àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, ïî êîìàíäå

> f(1,1);

ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x = 1, y = 1.
Ïðåæäå âñåãî íàðèñóåì (òðåõìåðíûé) ãðàôèê íàøåé ôóíê-

öèè:

> plot3d(f(x,y),x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,axes=frame);

Â ýòîé êîìàíäå óêàçàíà îïöèÿ axes, êîòîðàÿ çàäàåò âèä êîîðäè-
íàòíûõ îñåé. Íà ñàìîì äåëå, â êîìàíäå plot3d, êàê è âî ìíîãèõ
äðóãèõ ãðàôè÷åñêèõ êîìàíäàõ, ìîæíî óêàçûâàòü áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îïöèé, êîòîðûå çàäàþò âèä ãðàôèêîâ: öâåò,
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òèï è òîëùèíó ëèíèé, óãîë ïîâîðîòà îñåé è äð. Èõ ïîäðîáíîå
îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â Help.

Ðèñ. 2. Òðåõìåðíûé ãðàôèê ôóíêöèè f(x, y)

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2 ñëåâà.
Çàìåòèì, ÷òî MAPLE ïîçâîëÿåò ïîâîðà÷èâàòü ãîòîâûé ãðàôèê
ñ ïîìîùüþ ìûøè, ÷òîáû ðàññìîòðåòü åãî ñ ðàçíûõ ñòîðîí.

Íà ýòîé ïîâåðõíîñòè äëÿ íàãëÿäíîñòè íàíåñåíà êîîðäèíàò-
íàÿ ñåòêà, ò. å. íàðèñîâàíû ëèíèè x = const è y = const. Äðó-
ãîé ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ïîâåðõíîñòè � íàíåñòè íà ïîâåðõ-
íîñòü ëèíèè z = const (îíè íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíê-
öèè f). Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàôèê íàçûâàåòñÿ êîíòóðíûì ãðàôè-
êîì. Êîíòóðíûé ãðàôèê ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
contourplot3d, êîòîðàÿ íà ïîâåðõíîñòè ðèñóåò ëèíèè óðîâíÿ,
ïîëó÷àþùèåñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè è ñåìåéñòâà ðàâ-
íîîòñòîÿùèõ ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè xOy. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòî ñðåäñòâî MAPLE, íóæíî âíà÷àëå
ïîäêëþ÷èòü ïàêåò ðàñøèðåíèÿ plots ñ ïîìîùüþ êîìàíäû with:

> with(plots):
> contourplot3d(f(x,y),x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,
axes=frame,filled=true,contours=45);

Îïöèÿ contours çàäàåò êîëè÷åñòâî ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè íà
ïîâåðõíîñòè.

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷èòü êîíòóðíûé ãðàôèê � âîñïîëüçîâàòü-
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ñÿ êîìàíäîé plot3d, â êîòîðîé îïöèè style ïðèñâîåíî çíà÷åíèå
patchcontour:

> plot3d(f(x,y),x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,axes=frame,
style=patchcontour,contours=45);

Ïî ýòîé êîìàíäå ïîëó÷èì ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2 ñïðà-
âà. Íà êîíòóðíîì ãðàôèêå ÷óòü ëó÷øå âèäåí õàðàêòåð ïîâåäå-
íèÿ ôóíêöèè, íî âñå ðàâíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìîâ óäîá-
íåå èñïîëüçîâàòü äâóìåðíûå ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè. Èõ ìîæíî
ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì:

>contourplot(f(x,y),x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,axes=frame,
filled=true,contours=25,coloring=[yellow,green]);

Ðèñ. 3. Äâóìåðíûå ãðàôèêè ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y)

Ïîëó÷èì êàðòèíêó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 3 ñëåâà. Â ýòîé êî-
ìàíäå îïöèÿ filled ðàâíà true. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî MAPLE àâòî-
ìàòè÷åñêè çàêðàøèâàåò îáëàñòè ìåæäó ëèíèÿìè óðîâíÿ â ðàç-
íûå öâåòà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ýòèõ ëèíèÿõ
óðîâíÿ. Ýòî äåëàåò ãðàôèê áîëåå âûðàçèòåëüíûì è ïîçâîëÿåò
âèçóàëüíî îöåíèòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Åñ-
ëè îïöèþ filled ïîëîæèòü ðàâíîé false (èëè âîîáùå íå óêàçû-
âàòü), òî ïîëó÷èì ¾íåçàêðàøåííûé¿ ãðàôèê (êàê íà ðèñ. 3 ñïðà-
âà). Íàïðîòèâ, åñëè ïîëîæèòü filled=true, òî ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü îïöèþ coloring, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü öâåòàìè

13



çàêðàñêè. Íàïðèìåð, åñëè óêàçàíà coloring=[yellow,green],
òî ëèíèè óðîâíÿ, îòâå÷àþùèå íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ f , áó-
äóò æåëòûìè, ëèíèè óðîâíÿ, îòâå÷àþùèå íàèáîëüøåìó çíà÷å-
íèþ f � çåëåíûìè, à âñå ïðîìåæóòî÷íûå ëèíèè óðîâíÿ MAPLE
çàêðàñèò â ïðîìåæóòî÷íûå öâåòà.

Ãëÿäÿ íà ýòè ðèñóíêè, ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
íàøà ôóíêöèÿ èìååò äâà ýêñòðåìóìà (îíè ëåæàò âíóòðè çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ), ïðè÷åì èç õàðàêòåðà ãðàôèêà, ïîëó÷åííîãî
âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ýòî � òî÷êè ìèíèìóìà. Òåïåðü ìîæíî, âà-
ðüèðóÿ ïðåäåëû èçìåíåíèÿ x è y, ðàññìîòðåòü ïîäðîáíåå ¾ïî-
äîçðèòåëüíûå ó÷àñòêè¿, èëè íàîáîðîò, ïîñòðîèòü ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè âíå îáëàñòè, èçîáðàæåííîé âûøå, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî òàì ôóíêöèÿ ýêñòðåìóìîâ íå èìååò.

Äàëåå ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó íàõî-
æäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íàøåé ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêè. Âíà÷àëå
ïðèìåíèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè çàäàäèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
∂f(x,y)

∂x
= 0, ∂f(x,y)

∂y
= 0:

> Sys_Eqn:=diff(f(x,y),x)=0,diff(f(x,y),y)=0;

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîñëå çíàêà :=
÷åðåç çàïÿòóþ. Ïîëó÷àåì:

Sys Eqn := 4x3 − 4x + 4y = 0, 4y3 − 4y + 4x = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíèì êîìàíäó solve:

> solve({Sys_Eqn});

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé êîìàíäå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàêëþ÷åíû â
ôèãóðíûå ñêîáêè, êîòîðûå îçíà÷àþò òèï äàííûõ ¾ìíîæåñòâî¿.

Ïî êîìàíäå solve MAPLE ïûòàåòñÿ íàéòè òî÷íûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû, åñëè ýòî âîçìîæíî. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå MAPLE
âûäàñò ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèþ RootOf.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëüçÿ âû-
ðàçèòü â ðàäèêàëàõ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîëó-
÷èòü ÷èñëåííûå, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ
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êîìàíäû evalf. Ýòà êîìàíäà ñëóæèò äëÿ ïðèíóäèòåëüíîãî ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà:

> evalf(%);

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñèìâîë %, êîòîðûé ñòîèò â êà÷åñòâå ïà-
ðàìåòðà. Îí îçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî ïî âðåìåíè âû-
÷èñëåíèÿ2.

Äâå ïîñëåäíèå êîìàíäû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:

> evalf(solve({Sys_Eqn}));

Äðóãîé ñïîñîá ¾áîðîòüñÿ¿ ñ ôóíêöèåé RootOf â îòâåòå �
â èñõîäíóþ ñèñòåìó èñêóññòâåííî âíåñòè ¾íåòî÷íîñòü¿, ÷òîáû
MAPLE íå ïûòàëàñü íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, íàïðèìåð, òàê: âìåñòî êàêîãî-íèáóäü öåëîãî ÷èñëà â çàïè-
ñè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàïðèìåð, ÷èñëà 0, íàïèñàòü ÷èñëî 0.0
(èëè ïðîñòî 0. � ¾íîëü ñ òî÷êîé¿). MAPLE âîñïðèíèìàåò ýòî
÷èñëî êàê íåöåëîå, è àâòîìàòè÷åñêè èùåò ïðèáëèæåííûå ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òàêèå (âåùåñòâåííûå) êîðíè: òî÷êó (0, 0)
(êðàòíîñòè 3) è òî÷êó (−1.414213562, 1.414213562). Îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì âîïðîñ: ïîëó÷åíû ëè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû? Ðåøåíèå
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé � î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à, è óíè-
âåðñàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìå MAPLE,
ìîãóò âûäàòü òîëüêî ÷àñòü ðåøåíèé. Äëÿ êîíòðîëÿ ïðèìåíèì
ãðàôè÷åñêèé ìåòîä: íà ïëîñêîñòè (x, y) íàðèñóåì êðèâûå, îòâå-
÷àþùèå óðàâíåíèÿì íàøåé ñèñòåìû. Âîñïîëüçóåìñÿ êîìàíäîé
ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ íåÿâíûõ ôóíêöèé implicitplot (ýòà êî-
ìàíäà òàêæå íàõîäèòñÿ â ïàêåòå plots):

> implicitplot({Sys_Eqn},x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5);

2 Çàìåòèì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü ìîæåò âûïîëíÿòü êîìàíäû íå â òîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé îíè ââåäåíû è èçîáðàæåíû íà ýêðàíå. Ïîýòîìó
êîíêðåòíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ % çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ êîìàíäà áûëà
âûïîëíåíà ïîñëåäíåé, à íå îò òîãî, ÷òî íàïèñàíî â ïðåäûäóùåé ñòðîêå.
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Ðèñ. 4. Êðèâûå ∂f(x,y)
∂x = 0 è ∂f(x,y)

∂y = 0

Íà ðèñóíêå ìû âèäèì äâå êðèâûå, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè 4x3 − 4x + 4y = 0 è 4y3 − 4y + 4x = 0 íàøåé ñèñòåìû.
Çíà÷èò, ðåøåíèÿ íàøåé ñèñòåìû � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðè-
âûõ. Èòàê, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå
òðè ðåøåíèÿ: íà÷àëî êîîðäèíàò è åùå äâå òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî MAPLE
ïî êîìàíäå evalf(%) âûäàåò òîëüêî äâà èç ýòèõ òðåõ êîðíåé!3

Êîãäà êîðíè ëîêàëèçîâàíû, äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ ÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé ãîðàçäî ýôôåêòèâíåå âìåñòî êîìàíäû solve ïðèìå-
íÿòü êîìàíäó fsolve, â êîòîðîé ìîæíî óêàçàòü îáëàñòü äëÿ
ïîèñêà ðåøåíèé:

> fsolve({Sys_Eqn},{x=0.1..2.5,y=-2.5..0.1});

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è îñòàëüíûå ðåøåíèÿ. Çàìåòèì,
÷òî êîìàíäà fsolve íå âñåãäà íàõîäèò ðåøåíèÿ â óêàçàííîé îá-
ëàñòè, äàæå åñëè îíè òàì åñòü. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîìîãàåò òàêîé
ïðèåì: ïîïûòàòüñÿ èçìåíèòü ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåí-
íûõ. Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ (0, 0) êîìàíäà

> fsolve({Sys_Eqn},{x=-0.5..0.5,y=-0.5..0.5});

ìîæåò íå âûäàòü ðåøåíèÿ4 (òîãäà MAPLE â ñòðîêå ðåçóëüòàòà
ïðîñòî ïîâòîðÿåò ââåäåííóþ êîìàíäó), à ïî êîìàíäå

3 Ýòî ìîæåò çàâèñåòü îò âåðñèè MAPLE.
4 Ýòî çàâèñèò îò âåðñèè MAPLE.
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> fsolve({Sys_Eqn},{x=-0.05..0.05,y=-0.05..0.05});

ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óñïåøíî ïîëó÷åí.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íàøåé ôóíê-

öèè f(x, y) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

(0, 0), (1.414213562,−1.414213562), (−1.414213562, 1.414213562).

Òàê êàê
√

2 ≈ 1.414213562, òî âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà
ñàìîì äåëå òðè ðåøåíèÿ ñèñòåìû � ýòî òî÷êè

(0, 0), (
√

2,−
√

2), (−
√

2,
√

2).

×òîáû ýòî ïðîâåðèòü, ïîäñòàâèì óêàçàííûå òî÷êè â ñèñòåìó,
èñïîëüçóÿ êîìàíäó subs:

> subs(x=sqrt(2),y=-sqrt(2),Sys_Eqn);

Ïîëó÷èì 0 = 0, çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî, (
√

2,−
√

2) � ðåøåíèå
ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ òî÷êà (−

√
2,
√

2).
È òåì íå ìåíåå, âîïðîñ î òîì, íàéäåíû ëè âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû Sys Eqn, îñòàåòñÿ îòêðûòûì! Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî
ìû íàøëè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïðèìåì âî âíèìàíèå êîíêðåò-
íûé âèä óðàâíåíèé. Â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæíî ñëî-
æèòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî x3+y3 = 0,
à çíà÷èò, x = −y. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ x, íàïðèìåð,
â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −4y3 + 8y = 0, îòêóäà y = 0,
y = ±

√
2. Èòàê, äåéñòâèòåëüíî, íàøà ñèñòåìà èìååò ðîâíî òðè

ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìû óæå íàøëè.
Äàëåå ïðèìåíèì óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ

ýòîãî ïîñòðîèì ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, èñïîëüçóÿ òèï
äàííûõ matrix:

> My_matr:=matrix(2,2,
[[diff(f(x,y),[x,x]),diff(f(x,y),[x,y])],
[diff(f(x,y),[y,x]),diff(f(x,y),[y,y])]]);

Ïåðâûå äâà ïàðàìåòðà îïèñàíèÿ òèïà matrix (â äàííîì ñëó÷àå
îíè ðàâíû 2, 2) � ýòî ðàçìåðû ìàòðèöû (êîëè÷åñòâî ñòðîê è
ñòîëáöîâ), à òðåòèé ïàðàìåòð � ýòî ñïèñîê ñòðîê.
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Òèï äàííûõ ¾ñïèñîê¿ â ñèñòåìå MAPLE çàäàåòñÿ òàêèì îá-
ðàçîì: âñå ýëåìåíòû ñïèñêà ïîìåùàþòñÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè.
Íàïðèìåð, êîìàíäà

> My_List:=[1,2,3];

çàäàåò ñïèñîê èç òðåõ ýëåìåíòîâ � ÷èñåë 1, 2 è 3, à êîìàíäà

> My_List:=[[1,2,3],[4,5,6]];

çàäàåò ñïèñîê èç äâóõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì êàæäûé èç ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ � ýòî òîæå ñïèñîê.

Çíà÷èò, â îïèñàíèè ìàòðèöû My matr òðåòèé ïàðàìåòð � ýòî
¾ñïèñîê ñïèñêîâ¿: âíåøíèé ñïèñîê � ýòî ñïèñîê ñòðîê, à êàæäàÿ
ñòðîêà � ýòî ñïèñîê ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ýòó ñòðîêó. Îáðàòè-
òå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óæå èçâåñòíîé íàì êîìàíäå diff äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ ñïèñîê
ïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì íóæíî ïðîèçâîäèòü äèôôåðåíöèðîâà-
íèå.

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ïåðåìåííóþ My matr, êîòîðàÿ èìååò
âèä

My matr :=

[
12x2 − 4 4

4 12y2 − 4

]
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé, âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà. Äëÿ ýòîãî
íàéäåì îïðåäåëèòåëü íàøåé ìàòðèöû. Ïîäêëþ÷èâ ïàêåò ðàñøè-
ðåíèÿ linalg, èñïîëüçóåì ôóíêöèþ det:

> with(linalg):
> d:=det(My_matr);

Ïîëó÷èì:
d := 144x2y2 − 48x2 − 48y2.

Òåïåðü ïîäñòàâèì ïî î÷åðåäè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè â ãëàâíûå
óãëîâûå ìèíîðû íàøåé ìàòðèöû:
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> x:=0:y:=0: print('x'=x,'y'=y,
'First_minor'=My_matr[1,1],'Second_minor'=d);
> x:=sqrt(2):y:=-sqrt(2): print('x'=x,'y'=y,
'First_minor'=My_matr[1,1],'Second_minor'=d);
> x:=-sqrt(2):y:=sqrt(2): print('x'=x,'y'=y,
'First_minor'=My_matr[1,1],'Second_minor'=d);

Ýòî æå ìîæíî ñäåëàòü â öèêëå: çàäàäèì ñïèñîê My List êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà � ñïèñîê èç
äâóõ êîîðäèíàò òî÷êè, à ïîòîì âûïîëíèì öèêë ïî ïåðåìåííîé z

(îíà èìååò òèï ¾ñïèñîê¿), êîòîðàÿ ïðîáåãàåò ñïèñîê íàøèõ êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê:

>My_List:=[[0,0],[sqrt(2),-sqrt(2)],[-sqrt(2),sqrt(2)]];
>for z in My_List do x:=z[1];y:=z[2];print('x'=x,'y'=y,
'First_minor'=My_matr[1,1],'Second_minor'=d) od:

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ
(
√

2,−
√

2) è (−
√

2,
√

2) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ f èìååò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû â ýòèõ òî÷êàõ.
Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè òàê:

> f(sqrt(2),-sqrt(2)); f(-sqrt(2),sqrt(2));

Â òî÷êå (0, 0) ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ âûðîæäåííàÿ.
Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, åñòü ëè â ýòîé òî÷êå ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü MAPLE â òàêîé
ñèòóàöèè.

Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå ïîäðîáíî ãðàôèê
ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), èñïîëüçóÿ êîìàíäû
plot3d, contourplot3d è contourplot. Ìîæíî òàêæå ïîïðîáî-
âàòü íàðèñîâàòü îòäåëüíî ëèíèþ óðîâíÿ ôóíêöèè, íà êîòîðîé
ëåæèò òî÷êà (0,0), ò. å. êðèâóþ f(x, y) = 0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ñ ïîìîùüþ êîìàíäû implicitplot:

> implicitplot(f(x,y)=0,x=-3..3,y=-3..3,grid=[30,30]);
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Ýòà êîìàíäà ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå îïðåäåëÿ-
åòñÿ çíàê f(x, y) â òî÷êàõ ñåòêè n×m, ãäå âåëè÷èíû n è m îïðå-
äåëÿþòñÿ îïöèåé grid=[n,m]. Åñëè â ñîñåäíèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ
f èìååò ðàçíûå çíàêè, òî ìåæäó íèìè äîëæíà íàõîäèòüñÿ òî÷-
êà êðèâîé f(x, y) = 0. Ïî îïðåäåëåííîìó èíòåðïîëÿöèîííîìó
àëãîðèòìó MAPLE ñòðîèò îòäåëüíûå òî÷êè èñêîìîé êðèâîé,
à çàòåì ýòè òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ãëàäêàÿ
êðèâàÿ. Äëÿ êðèâûõ ñ îñîáåííîñòÿìè ýòà êîìàíäà ìîæåò ðàáî-
òàòü íå ñîâñåì êîððåêòíî, îñîáåííî â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ êðèâûõ
è êðèâûõ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè. Òîãäà ìîæíî ïîïðîáîâàòü óâå-
ëè÷èòü ÷èñëî òî÷åê ñåòêè (ñ ïîìîùüþ îïöèè grid), îäíàêî ïðè
ýòîì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîìàíäû çàìåòíî âîçðàñòåò. Êðîìå òî-
ãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïöèþ style=point. Òîãäà MAPLE íå
áóäåò ñîåäèíÿòü òî÷êè, à íàðèñóåò íà èõ ìåñòå êðóæî÷êè. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ðèñóíîê áóäåò áîëåå íàãëÿäíûì.

Ðèñ. 5. Ëèíèÿ óðîâíÿ f(x, y) = 0

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ êîìàíäû
implicitplot: ãðàôèê ñëåâà ñîîòâåòñòâóåò êîìàíäå

> implicitplot(f(x,y)=0,x=-3..3,y=-3..3,grid=[30,30]);

à ãðàôèê ñïðàâà � êîìàíäå

> implicitplot(f(x,y)=0,x=-3..3,y=-3..3,grid=[100,100],
style=point);
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Èòàê, ëèíèÿ óðîâíÿ f(x, y) = 0 ñîñòîèò èç äâóõ çàìêíóòûõ
êðèâûõ, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó (0,0). Òàê ìîæåò âûãëÿäåòü ëè-
íèÿ óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåäëó: â íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ
ôóíêöèÿ f ðàñòåò, à â íåêîòîðûõ � óáûâàåò, ò. å. (0,0) íå ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Äîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Âåðíåìñÿ åùå ðàç ê ðèñ. 3, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû ëèíèè
óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y), è ïîïðîáóåì íàéòè íàïðàâëåíèÿ ðîñòà
è óáûâàíèÿ ôóíêöèè (èç íà÷àëà êîîðäèíàò). Ãëÿäÿ íà ãðàôèê,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âäîëü ïðÿìûõ y = x ôóíêöèÿ ðàñòåò,
à âäîëü ïðÿìûõ y = −x � óáûâàåò. Ïîêàæåì ýòî. Îïðåäåëèì
ôóíêöèè

> f1:=(x)->f(x,x);
> f2:=(x)->f(x,-x);

è íàðèñóåì èõ ãðàôèêè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 (èëè èññëåäó-
åì ýòè ôóíêöèè òàê, êàê ðàññêàçàíî â ïàðàãðàôå 1). Ïîëó÷àåì,
÷òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ f1 èìååò ìèíèìóì, à ôóíêöèÿ f2 �
ìàêñèìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (0,0) äåéñòâèòåëüíî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè f .

Ïîëíûé òåêñò ïðîãðàììû MAPLE ñì. â ïðèëîæåíèè, ñòð.43.
Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîç-

ìîæíîñòè MAPLE äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ïîëèíîìèàëü-
íîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ïðèìåíå-
íèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âîçíèêàåò ñèñòåìà ïîëèíî-
ìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáû÷íî MAPLE õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ
íàõîæäåíèåì ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì. Îäíàêî â áîëåå
ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ îñîáîå âíèìàíèå ïðèõîäèòñÿ óäåëÿòü ëîêàëè-
çàöèè ðåøåíèé ñèñòåì, ÷òîáû â äàëüíåéøåì ìîæíî áûëî êîð-
ðåêòíî ïðèìåíÿòü êîìàíäó fsolve â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.
Çäåñü îñîáåííî ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè MAPLE
ïî âèçóàëèçàöèè ïîâåðõíîñòåé.

Èíòåðåñíûé êëàññ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îá-
ðàçîì. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y, çàâè-
ñÿùóþ åùå îò òðåõ ïàðàìåòðîâ:

> h:=(x,y,a,b,c)->c*exp(-(x-a)^2-(y-b)^2);
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è çàäàäèì ôóíêöèþ f(x, y) êàê ñóììó íåñêîëüêèõ òàêèõ ñëàãà-
åìûõ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, íàïðè-
ìåð:

>f:=(x,y)->h(x,y,-1,-1,1)+h(x,y,0,0,-1.2)+h(x,y,2,-2,1);

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû åå ãðàôèê è ëèíèè óðîâíÿ. Ïîëó÷åí-
íàÿ ¾âóëêàíè÷åñêàÿ¿ ïîâåðõíîñòü ïîõîæà íà ôàíòàñòè÷åñêèé
ïåéçàæ.

Ðèñ. 6. ¾Âóëêàíè÷åñêàÿ¿ ïîâåðõíîñòü

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà ýêñòðåìóìà ëîêàëèçîâàíà, òî äëÿ åå
íàõîæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçóÿ
ñèñòåìó MAPLE. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì îäíó âîçìîæ-
íóþ ðåàëèçàöèþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìó-
ìà íàøåé ôóíêöèè f . Íàïîìíèì, ÷òî èäåÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòî-
äà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ÷òîáû íàéòè î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå,
ìû ¾øàãàåì¿ èç òåêóùåé òî÷êè â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåí-
òà ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì âåëè÷èíà øàãà ìîæåò âûáèðàòüñÿ ïî-
ðàçíîìó. Â íàøåé ïðîãðàììå îíà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷å-
íèå ôóíêöèè â êàæäîì ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè áûëî ìåíüøå,
÷åì â ïðåäûäóùåì:

> restart;
> f:=(x,y)->x^4+y^4-2*x^2-2*y^2+4*x*y;
> fx:=diff(f(x,y),x); fy:=diff(f(x,y),y);
> x0:=2.0:y0:=-1.0:List[0]:=[x0,y0]:
> w:=1:j:=0:
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> while w>0.00001 do x:=x0:y:=y0:a:=1:
for i from 1 to 20 do x1:=x0-a*fx:y1:=y0-a*fy:
if f(x1,y1)-f(x0,y0)<0 then break else a:=a/2:fi:od:
w:=sqrt((x1-x0)^2+(y1-y0)^2):x0:=x1:y0:=y1:j:=j+1:
List[j]:=[x0,y0]: od:
> j;x0;y0;
> with(plots):with(plottools):
> for k from 0 to j do
d[k]:=display(POINTS(List[k])):od:
> display(seq([d[k]],k=0..j),insequence=true);
> for k from 1 to j do
c[k]:=display(line(List[k-1],List[k])):od:
> x:='x':y:='y':
z:=contourplot(f(x,y),x=0.5..2,y=-1.6..-0.9,
contours=18,scaling=constrained):
> display(z,seq([c[k]],k=1..j));

Ðèñ. 7. Íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì

Â ýòîé ïðîãðàììå (fx, fy) � ýòî ãðàäèåíò ôóíêöèè, (x0, y0) è
(x1, y1) � äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ, j � íîìåð èòåðà-
öèè, w � òî÷íîñòü, a � âåëè÷èíà øàãà â íàïðàâëåíèè àíòèãðà-
äèåíòà. Ñïèñîê List ñîçäàåòñÿ äëÿ äàëüíåéøåé âèçóàëèçàöèè
ïðèáëèæåíèé. Êîìàíäà
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> display(seq([d[k]],k=0..j),insequence=true);

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíèìàöèþ ïðèáëèæåíèé: òî÷êè, ïðèáëèæà-
þùèå ðåøåíèå, âûâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Àíèìàöèîííûé ýô-
ôåêò äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ çíà÷åíèþ true îïöèè insequence
(ïî óìîë÷àíèþ ýòà îïöèÿ èìååò çíà÷åíèå false). Êîìàíäà

> display(z,seq([c[k]],k=1..j));

ðèñóåò îäíîâðåìåííî âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, ñî-
åäèíåííûå îòðåçêàìè, íà ôîíå ëèíèé óðîâíÿ (ñì. ðèñ. 7).

3. Ïðèìåð: ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà

Êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, äëÿ ïîëèíîìîâ
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ
ýêñòðåìóìà îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì. Îä-
íàêî ïðè âèçóàëüíîì ñïîñîáå ëîêàëèçàöèè êîðíåé äàæå â ýòîì
ñëó÷àå ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð �
ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà:

f(x, y) = 100(y − x2)2 + (1− x)2.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò îâðàæíûé õàðàêòåð: åå ãðàôèê íàïîìèíà-
åò ïîëîãèé èçîãíóòûé îâðàã ñ ïî÷òè ïëîñêèì äíîì è êðóòû-
ìè ñòåíêàìè. Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâàÿ
äëÿ ïðîâåðêè è ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ. Èç âèäà ôóíêöèè Ðî-
çåíáðîêà ñëåäóåò, ÷òî îíà èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x = 1, y = 1,
îäíàêî ïðîñòîãî âçãëÿäà íà ãðàôèê íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò
ìèíèìóì ëîêàëèçîâàòü.

Ïîñìîòðèì, ìîæíî ëè ¾óâèäåòü¿ îâðàãè ôóíêöèè Ðîçåíáðî-
êà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû MAPLE. Ñíà÷àëà íàðèñóåì åå ãðàôèê:

> f:=(x,y)->100*(y-x^2)^2+(1-x)^2;
> plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-12..12,axes=framed);

24



Ðèñ. 8. Ãðàôèê ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà

Ïîëó÷åííûé ãðàôèê (ðèñ. 8 ñëåâà) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ
î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò, íî âèçóàëüíî òî÷êó ìèíèìóìà îïðå-
äåëèòü íå óäàåòñÿ. Óìåíüøèì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ
è ïðèìåíèì îïöèþ style=patchcontour:

> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..10,axes=framed,
style=patchcontour);

Ðèñ. 9. Äíî îâðàãà (ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà)

Ïîëó÷èëè ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8 ñïðàâà: ïîäî-
çðèòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ òà îáëàñòü, ãäå ëèíèè óðîâíÿ íå ïðîðè-
ñîâàíû, íî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî òàì åñòü ìèíèìóì, íåëüçÿ. Ïî-
ïðîáóåì óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ëèíèé óðîâíÿ (ïðèìåíèâ îïöèþ
contours):
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> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..10,axes=framed,
style=patchcontour,contours=200);

Âñÿ ïîâåðõíîñòü îêàçàëàñü ïîêðûòîé ëèíèÿìè óðîâíÿ, è áîëåå
ñâåòëîé îñòàëàñü ïëîñêàÿ îáëàñòü íà äíå îâðàãà (ðèñ. 9 ñëåâà).
Êîìàíäà

> contourplot(f(x,y),x=-3..3,y=-3..10,
axes=framed,contours=400);

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå äíà îâðàãà (ðèñ. 9
ñïðàâà). ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, íàñêîëüêî
¾êðóòû¿ ñòåíêè îâðàãà, ìîæíî ïðèìåíèòü îïöèþ view, êîòîðàÿ
îãðàíè÷èâàåò âèäèìóþ ÷àñòü ãðàôèêà ïî îñè Oz (ðèñ.10):

> plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..5,axes=framed,
style=patchcontour,view=0..100);

Ðèñ. 10. Ñòåíêè îâðàãà (ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà)

Ïîñòðîèì òåïåðü îòäåëüíî çàìêíóòóþ ëèíèþ óðîâíÿ, âíó-
òðè êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-
åìñÿ êîìàíäîé implicitplot:

> implicitplot(f(x,y)=0.1,x=0.2..1.8,y=0.2..2.3,
grid=[150,150],color=black);
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Ðèñ. 11. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà

Ïîëó÷èëè çàìêíóòóþ êðèâóþ f(x, y) = 0.1, âíóòðè êîòîðîé è
íàõîäèòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà (ðèñ. 11 ñëåâà). ×òîáû ëó÷øå ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå âèä äíà îâðàãà, ìîæíî íàðèñîâàòü åùå íåñêîëüêî
ëèíèé óðîâíÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ êðèâûìè � f(x, y) = 0.1
è f(x, y) = 25:

> a1:=implicitplot(f(x,y)=0.1,x=0.2..1.8,y=0.2..2.3,
grid=[150,150],color=black):
> a2:=implicitplot(f(x,y)=25,x=-5..10,y=-1..20,
grid=[150,150],color=black):
> display({a1,a2});

Â ïåðâûõ äâóõ ñòðî÷êàõ ñîçäàþòñÿ, íî íå âûâîäÿòñÿ íà ïå-
÷àòü ãðàôè÷åñêèå ñòðóêòóðû (îáðàòèòå âíèìàíèå íà äâîåòî÷èå
â êîíöå ýòèõ êîìàíä). Êîìàíäà display âûâîäèò îáå êðèâûå íà
îäíîì ãðàôèêå. Òåïåðü (ðèñ. 11 ñïðàâà) âèäíî, ÷òî îâðàã èçî-
ãíóò, èìååò î÷åíü êðóòûå ñòåíêè, ïðè÷åì åãî êîíöû î÷åíü óçêèå
(âèäíî, êàê íåêîððåêòíî ðàáîòàåò íà ýòèõ ó÷àñòêàõ ôóíêöèÿ
implicitplot).

Èíòåðåñíî ïðèìåíèòü ïðîãðàììó ïðèáëèæåííîãî íàõîæäå-
íèÿ ìèíèìóìà, ïðèâåäåííóþ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
äëÿ ôóíêöèè Ðîçåíáðîêà ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ïðèáëè-
æåíèÿìè. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëî èòåðàöèé áóäåò âåñüìà âåëèêî,
ïðè÷åì îñíîâíîå äâèæåíèå ê òî÷êå ìèíèìóìà áóäåò ïðîèñõî-
äèòü ïî äíó îâðàãà ñ î÷åíü íèçêîé ñêîðîñòüþ.
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