
4. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f = f(x) íà ìíîæåñòâå Q ⊂ Rn, êîòîðîå çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ðàâåíñòâ Q = {x : gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m}. Ìíîæåñòâî Q íàçû-
âàåòñÿ äîïóñòèìûì, à óñëîâèÿ gj(x) = 0 îçíà÷àþò, ÷òî ïåðåìåííûå
x1, . . . , xn ïîä÷èíåíû íåêîòîðûì ñâÿçÿì.

Òî÷êà x0 ∈ Q íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà ìíî-
æåñòâå Q, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0), ÷òî â ëþáîé òî÷êå
x ∈ Q ∩ U(x0) ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, íå ìåíüøåå, ÷åì â
òî÷êå x0: f(x) ≥ f(x0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà íà ìíîæåñòâå Q.

Îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì äàåòñÿ
èçâåñòíûì ïðàâèëîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Íàïîìíèì òåîðåìû î
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì íà ìíî-
æåñòâå Q. Ïóñòü ôóíêöèè f, g1, . . . , gm : Rn → R íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ïðè÷åì âåêòî-
ðû g′1(x0), . . . , g′m(x0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà
λ1, . . . , λm (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà), òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàí-
æà L(λ, x) = f(x)+

m∑
i=1

λigi(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ∂L(λ,x0)
∂xi

= 0,
i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà (óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíê-
öèè f, g1, . . . , gm : Rn → R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ïðè÷åì âåêòîðû
g′1(x0), . . . , g′m(x0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

1. Åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì íà
ìíîæåñòâå Q, òî èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìû, ïðè÷åì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà

d2L =
n∑

i,j=1

∂2L(λ, x0)
∂xi∂xj

dxidxj ,

ãäå dx1, . . . , dxn ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

dgk(x0) =
n∑

i=1

∂gk(x0)
∂xi

dxi = 0, k = 1, . . . ,m,
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íåîòðèöàòåëåí. Åñëè f â x0 èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì íà Q, òî
âòîðîé äèôôåðåíöèàë ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íåïîëîæèòåëåí.

2. Ïóñòü ÷èñëà λ1, . . . , λm òàêîâû, ÷òî èìååò ìåñòî óòâåðæäå-
íèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, è âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2L ïðè óêàçàí-
íûõ âûøå óñëîâèÿõ ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, åñëè dx6=0. Òîãäà ôóíêöèÿ
f â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå Q. Åñëè
d2L ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñòðîãî îòðèöàòåëåí, òî ôóíê-
öèÿ f â òî÷êå x0 èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì íà ìíîæåñòâå Q.

×àñòî áûâàåò ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùèé ôàêò.
Òåîðåìà (Âåéåðøòðàññà). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêò-

íîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåò ñâîèõ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðå-

ìóì äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè íàëè÷èè îäíîãî îãðà-
íè÷åíèÿ. Çàäàäèì íàøó ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ:

> f:=(x-2)^2+(y-1)^2;
> g:=x^2+y^2-1;

Ðèñ. 12. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y) è ìíîæåñòâî g(x, y) = 0

Èçîáðàçèì íà ïëîñêîñòè xOy ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y)
è ìíîæåñòâî Q = {(x, y) : g(x, y) = 0} (îêðóæíîñòü):

> with(plots):
> q1:=implicitplot(g(x,y)=0,x=-1..1,y=-1..1,
scaling=constrained):
> q2:=contourplot(f(x,y),x=-1.2..1.2,

29



y=-1.2..1.2,scaling=constrained, filled=false,
coloring=[red,green],contours=30):
> display(q1,q2);

Îïöèÿ scaling=constrained îçíà÷àåò, ÷òî ìàñøòàáû ïî îñÿì
Ox è Oy íà ãðàôèêå áóäóò âûáðàíû îäèíàêîâûìè. Ýòîò ôðàã-
ìåíò ïðîãðàììû âûäàåò ðèñóíîê, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 12. Ïî-
ëó÷åííûé ãðàôèê ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü òî÷êè ìèíèìóìà è
ìàêñèìóìà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè
g(x, y) = 0 è ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y).

Íàéäåì ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè íàøåé ôóíêöèè àíàëèòè÷å-
ñêè. Çàäàäèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

> L:=f+lambda*g;

è ñîñòàâèì ñèñòåìó

∂L(λ, x, y)

∂x
= 0,

∂L(λ, x, y)

∂y
= 0, g(x, y) = 0. (∗)

> Sys_Eqn:={};
> for t in x,y,lambda do
Sys_Eqn:=Sys_Eqn union {diff(L,t)=0}; od;

Ýòîò ôðàãìåíò ïðîãðàììû îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: âíà÷àëå ìû çà-
äàåì ñèñòåìó èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà óðàâíåíèé, à çàòåì â öèêëå
äîáàâëÿåì â íåå (ñ ïîìîùüþ êîìàíäû union, êîòîðàÿ îçíà÷à-
åò îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ) òðè óðàâíåíèÿ: diff(L,x)=0,
diff(L,y)=0 è diff(L,lambda)=0 (íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðåòüå
óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì g(x, y) = 0). Ïîëó÷àåì òàêóþ
ñèñòåìó:

2x− 4 + 2λx = 0, 2y − 2 + 2λy = 0, x2 + y2 − 1 = 0. (∗∗)

×òîáû ðåøèòü åå, ïîïûòàåìñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé solve:

> solve(Sys_Eqn,{x,y,lambda});
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Â ýòîé êîìàíäå ìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, è íå óêàçûâàòü íàáîð
ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà. Â îòâåòå
ïîÿâëÿåòñÿ êîìàíäà RootOf , êîòîðàÿ, êàê ìû óæå çíàåì, îçíà-
÷àåò, ÷òî êîðíè íå ìîãóò áûòü íàéäåíû â êâàäðàòóðàõ. Ïðèìå-
íÿÿ êîìàíäó evalf(%), ïîëó÷àåì îäèí îòâåò:

y = 0.4472135956, x = 0.8944271912, λ = 1.236067978.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàëåå èñïîëüçîâàòü ýòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ,
óäîáíî ïðèìåíèòü êîìàíäó

> assign(%);

Ýòà êîìàíäà ñîïîñòàâëÿåò ïåðåìåííûì x, y è λ èõ çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷åííûå ïðè âûïîëíåíèè ïðåäûäóùåé êîìàíäû, ò. å. êîìàí-
äû solve. Òåïåðü, íàïðèìåð, ïî êîìàíäå

> lambda;

ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå 1.236067978 ýòîé ïåðåìåííîé.
ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííîå ðåøåíèå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû? Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé fsolve ñ óêà-
çàíèåì ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî åñòü ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî λ < 0:

> x:='x';y:='y';lambda:='lambda';
> fsolve(Sys_Eqn,{x,y,lambda},{lambda=-infinity..0});

Çàìåòèì, ÷òî â êîìàíäå fsolve ïðèõîäèòñÿ óêàçûâàòü íàáîð
ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà, åñëè äëÿ
êàêèõ-òî èç ýòèõ ïåðåìåííûõ óêàçûâàþòñÿ ïðåäåëû èçìåíåíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðî÷êà ýòîãî ôðàãìåíòà âîññòàíàâëèâà-
åò x, y è λ êàê ïåðåìåííûå (ïîñëå òîãî, êàê ïî êîìàíäå assign
èì áûëè ïðèñâîåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ). Ïîëó÷èëè âòîðîå
ðåøåíèå:

y = −0.4472135956, x = −0.8944271912, λ = −3.236067977.

×òîáû ñîõðàíèòü îáà íàáîðà ðåøåíèé, ìîæíî ïîñòóïèòü òàê:
îïðåäåëèòü ñïèñêè X, Y è Λ:
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> solve(Sys_Eqn,{x,y,lambda});
> evalf(%);
> assign(%);
> X[1]:=x;Y[1]:=y;Lambda[1]:=lambda;
> x:='x';y:='y';lambda:='lambda';
> fsolve(Sys_Eqn,{x,y,lambda},lambda=-infinity..0);
> assign(%);
> X[2]:=x;Y[2]:=y;Lambda[2]:=lambda;

Äðóãîé ñïîñîá íàéòè äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóþùèé: â
êàêîì-íèáóäü óðàâíåíèè ñèñòåìû çàìåíèòü öåëîå ÷èñëî íà ¾÷èñ-
ëî ñ òî÷êîé¿, íàïðèìåð, òàê:

> g:=x^2+y^2-1.;

Òîãäà ïî êîìàíäå solve(Sys Eqn) ïîëó÷èì ñðàçó äâà ðåøåíèÿ:

x = −0.8944271910, y = −0.4472135955, λ = −3.236067978;

x = 0.8944271910, y = 0.4472135955, λ = 1.236067978.

×òîáû ñîõðàíèòü èõ äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ, ìîæíî
ïîñòóïèòü òàê:

> s:=solve(Sys_Eqn,{x,y,lambda});
> for i from 1 to 2 do assign(s[i]);X[i]:=x;Y[i]:=y;
Lambda[i]:=lambda;x:='x';y:='y';lambda:='lambda' od;

Â ýòîì ôðàãìåíòå ïðîãðàììû ïåðåìåííàÿ s � ýòî ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç äâóõ ðåøåíèé s[1] è s[2], à êîìàíäà assign ïðè-
ìåíÿåòñÿ â öèêëå ê êàæäîìó èç íèõ.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé. Èìååò ëè ýòà ñèñòåìà äðóãèå ðåøåíèÿ? Åñëè äà, òî êàê
èõ íàéòè? Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî âûðàçèòü λ èç ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (∗), çàòåì âûðàçèòü λ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è
ïðèðàâíÿòü ýòè âåëè÷èíû. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

∂f(x, y)

∂x

∂g(x, y)

∂y
− ∂f(x, y)

∂y

∂g(x, y)

∂x
= 0
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âìåñòå ñ óðàâíåíèåì g(x, y) = 0 ñîñòàâèò ñèñòåìó èç äâóõ óðàâ-
íåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì ìû îáñó-
æäàëè â ïàðàãðàôå 2. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì êîíêðåò-
íîì ñëó÷àå óäîáíî ðåøàòü ñèñòåìó (∗∗) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
âûðàçèòü x ÷åðåç λ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è y ÷åðåç λ èç âòîðî-
ãî óðàâíåíèÿ, è ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ â òðåòüå óðàâíåíèå
ñèñòåìû. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1 + λ)2 = 5, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
λ = ±

√
5− 1. Òåïåðü ìîæíî, çàäàâàÿ ïîî÷åðåäíî λ =

√
5− 1 è

λ = −
√

5 − 1, ñîñòàâèòü ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé diff(L,x)=0,
diff(L,y)=0 (ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíûå) è ðåøèòü åå:

> Sys_Eqn1:=Sys_Eqn minus {diff(L,lambda)=0};
> for lambda in {sqrt(5)-1,-sqrt(5)-1} do
solve(Sys_Eqn1); od;

Â ïåðâîé ñòðîêå ýòîãî ôðàãìåíòà èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà minus,
êîòîðàÿ îçíà÷àåò ¾òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âû÷èòàíèå¿.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà (∗∗) èìååò äâà ðåøåíèÿ,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàøåé ôóíê-
öèè. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà: ìíîæå-
ñòâî Q = {(x, y) : g(x, y) = 0}, î÷åâèäíî, êîìïàêòíî (ýòî îêðóæ-
íîñòü), à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Çíà÷èò, îíà èìååò è òî÷êè
ìèíèìóìà, è òî÷êè ìàêñèìóìà íà ìíîæåñòâå Q. Çíà÷èò, îäíà
èç íàéäåííûõ íàìè òî÷åê � ìèíèìóì, à âòîðàÿ � ìàêñèìóì.
×òîáû ïðîâåðèòü, êàêàÿ èç íèõ ìèíèìóì, à êàêàÿ � ìàêñèìóì,
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîäñòàâèòü èõ â ôóíêöèþ.

Â äàííîì ñëó÷àå îêàçàëîñü, ÷òî çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýêñòðå-
ìóìîâ ìîæíî ðåøèòü, íå ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Îäíàêî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïîêàæåì, êàê ïðèìåíèòü ýòè
óñëîâèÿ. Âíà÷àëå ïîñòðîèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà. Ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê:

> DDL:=diff(L,x$2)*dx^2+2*diff(L,x,y)*dx*dy
+diff(L,y$2)*dy^2;
> diff(g,x)*dx+diff(g,y)*dy=0;
> dy:=solve(%,dy);
> DDL;
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Ýòîò ôðàãìåíò ïðîãðàììû îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Âíà÷àëå ìû
çàäàåì ôóíêöèþ DDL � âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè L �
êàê ôóíêöèþ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ: x, y, dx, dy. Äàëåå íàõîäèì
ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dx è dy. Îíà âûðàæàåòñÿ ðà-
âåíñòâîì dg(x, y) = ∂g(x,y)

∂x
dx + ∂g(x,y)

∂y
dy = 0. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà

âûðàæàåì dy ÷åðåç dx (ñ ïîìîùüþ êîìàíäû solve). Òåïåðü êî-
ìàíäà DDL âîçâðàùàåò ôóíêöèþ DDL îò òðåõ ïåðåìåííûõ: x, y
è dx (âûðàæåíèå äëÿ dy óæå ïîäñòàâëåíî):

(2 + 2λ)dx2 +
(2 + 2λ)x2dx2

y2
.

Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ïðèâåñòè ïîäîáíûå (íàéòè êîýôôèöèåíòû
ïðè dx2) ñ ïîìîùüþ êîìàíäû collect:

> collect(%,dx);

Òîãäà âòîðîé äèôôåðåíöèàë ïðèíèìàåò âèä(
2 + 2λ +

(2 + 2λ)x2

y2

)
dx2.

Íàéäåì åãî çíà÷åíèÿ â ¾ïîäîçðèòåëüíûõ¿ òî÷êàõ:

> for i from 1 to 2 do x:=X[i];y:=Y[i];
lambda:=Lambda[i];print('DDL'=DDL); od;

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x = 0.8944271910, y = 0.4472135955 âòî-
ðîé äèôôåðåíöèàë ïîëîæèòåëåí (ò. å. ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîò-
âåòñòâóåò ìèíèìóì ôóíêöèè f), à ïðè x = −0.8944271910,
y = −0.4472135955 � îòðèöàòåëåí (ò. å. ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìóì f).

Ïîëíûé òåêñò ïðîãðàììû MAPLE ñì. â ïðèëîæåíèè, ñòð.44.

5. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ

Êðàòêî ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè òè-
ïà íåðàâåíñòâ: íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå
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