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Ââåäåíèå

Îñíîâíîé öåëüþ ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ è êîìïüþòåðíîé
òåõíèêè ñ îðèåíòàöèåé íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ANSYS.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé öåëüþ â ïåðâîé ãëàâå ïîñîáèÿ ðàññìîòðåíû âî-
ïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè, òåðìîóïðóãîñòè, ïîðîóïðóãî-
ñòè è çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ äåôîðìèðóåìûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðå-
äàìè. Âî âòîðîé ãëàâå êðàòêî èçëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåõíèêà êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé è áàçîâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Òåîðåòè÷åñêàÿ
÷àñòü ïîñîáèÿ äîïîëíåíà â òðåòüåé ãëàâå íàáîðîì ëàáîðàòîðíûõ çàäà÷ ïî
ðåøåíèþ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ â ïðîãðàììíîì êîìïëåê-
ñå ANSYS âåðñèè 11.0 è âûøå.

Ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷
âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îáùèå õàðàêòåðíûå ýòàïû: ôîðìóëèðîâêó êëàñ-
ñè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ); ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê ê
îáîáùåííûì; ïðèìåíåíèå äèñêðåòíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
àïïðîêñèìàöèé; ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì äèñêðåòèçèðîâàííûõ
óðàâíåíèé.

Íåñìîòðÿ íà îáùíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â ïåðâîé
ãëàâå çàäà÷, êàæäàÿ èç òèïîâ ñâÿçàííûõ çàäà÷ èìååò ñâîè îñîáåííîñòè.

Äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè õàðàêòåðíû íåñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé, îñîáåííî äëÿ ýëåêòðîäîâ,
çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè òîêîâ. Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êîíòàêòíîãî òèïà ñ æåñòêèìè øòàìïàìè äëÿ óïðóãîãî
òåëà.

Â çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè âîçìîæíû ïîñòàíîâêè äëÿ ìíîãîñëîéíûõ
òåë ñ ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè: ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå òåëà,
óïðóãèå òåëà, äèýëåêòðèêè.
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Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ âàæíóþ
ðîëü èãðàþò äâà íàáîðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò: ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ íóæíî äâàæäû
ðåøèòü îáîáùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåñêîëüêî
îòëè÷àþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ýëåêòðîäîâ. Íåîáõîäèìîñòü
ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííà äëÿ ïîëíîòû àíàëèçà áîëüøèíñòâà
ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé, ðàáîòàþùèõ â äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìàõ.

Äëÿ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè õàðàêòåðíî íàëè÷èå óñëîâèé òðåòüåãî
ðîäà � óñëîâèé êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàþò
äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôîðìû îáîáùåííîé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Âàæíûìè êëàññàìè çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè ÿâëÿþòñÿ
ñëàáîñâÿçàííûå çàäà÷è, îñîáåííî çàäà÷è î òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèÿõ,
â êîòîðûõ çàäà÷à äëÿ ïîëÿ òåìïåðàòóð íå çàâèñèò îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé.

Çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè èíòåðåñíû òåì, ÷òî ïîêàçûâàþò, êàê àíàëèç îä-
íîãî êëàññà çàäà÷ ìîæåò áûòü ïðîâåäåí ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà, ðàçðàáîòàí-
íîãî äëÿ àíàëèçà äðóãîãî êëàññà çàäà÷. Èìåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì èìåþ-
ùåéñÿ ïîðîòåðìîóïðóãîé àíàëîãèè çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè ìîæíî ðåøàòü
êàê çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Âàæíûì ìåòîäè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
äåìîíñòðàöèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå â çàäà-
÷å ïîðîóïðóãîñòè, ïîçâîëÿþùåãî âûðîâíÿòü ïîðÿäêè êîýôôèöèåíòîâ ñè-
ñòåì è â ðåçóëüòàòå ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñîáåííî
äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷.

Çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè
ñðåäàìè èíòåðåñíû òåì, ÷òî â íèõ îáúåäèíÿþòñÿ â åäèíûå ïîñòàíîâêè
çàäà÷è äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîëåé, çàäàííûõ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ: â
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðå è â îêðóæàþùåé åå àêóñòè÷åñêîé (æèäêîé èëè
ãàçîîáðàçíîé) ñðåäå. Çäåñü ñâÿçíîñòü âîçíèêàåò èç-çà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
êîíòàêòà ìåæäó òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðîé è àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé.
Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåîòðàæàþùèå èëè èìïåäàíñíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îáóñëàâëèâàþùèå äåìïôèðóþùèå ñâîéñòâà â çàäà÷å.
Íà ïðèìåðå ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ïîêàçàòü, êàê âûáîð îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé âëèÿåò íà óäîáñòâî ïîëó÷àþùèõñÿ ñèñòåì äèñêðåòèçèðîâàííûõ
óðàâíåíèé. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ïîñòàíîâêè çàäà÷ àêóñòèêè íà îñíîâå
ôóíêöèè ïîòåíöèàëà àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ áîëåå óäîáíûìè
äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîñòàíîâêàìè çàäà÷ äëÿ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû, ÷åì
ïîñòàíîâêè çàäà÷ àêóñòèêè íà îñíîâå ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ.

Ïîëó÷àþùèåñÿ êðàåâûå èëè íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äîñòàòî÷íî
ñëîæíû, è ïîýòîìó íóæíû ÷èñëåííûå ìåòîäû, ñïîñîáíûå ýôôåêòèâíî
ðåøàòü ýòè çàäà÷è, ïðè÷åì äëÿ îáëàñòåé ñëîæíîé ôîðìîé. Òàêèì ìåòîäîì
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â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âî âòîðîé ãëàâå äàåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ
àêöåíòîì íà åãî ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
çàäà÷.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì îáùåé ïðîöåäóðû äèñêðåòèçàöèè ïî ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà
ïðè âûáîðå ñïåöèàëüíîãî òèïà áàçèñà èç êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèé íà êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Ýòè ôóíêöèè îáû÷íî íåâûñîêîãî
ïîðÿäêà è èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âûáîð áàçèñîâ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåò âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü
ìåòîäà: ðàçðåæåííîñòü ìàòðèö, ïðîñòîòó âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
îáúåêòîâ, âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû àíñàìáëèðîâàíèÿ, ïðîñòîòó
ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òî, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îáîáùåííûõ ïîñòàíîâîê, èìåþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèé è
âàðèàöèîííûé ñìûñë, ïðèâîäèò ê ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
ïî ýíåðãåòè÷åñêèì íîðìàì, à òàêæå ê âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ
ïîèñêà ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ çàäà÷ ñ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûìè ñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ïîïóëÿðíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè îáó-
ñëîâëåíà åãî ðàçâèòîé òåõíîëîãèåé, êîòîðîé â êóðñå óäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå
âíèìàíèå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ îáúåêòîâ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòíûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîöåäóðû àíñàìáëèðîâàíèÿ, à òàêæå âîïðîñû ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Â ðàìêàõ îáùåãî ïîäõîäà îïèñàíû èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû. Ðàññìîòðåíû áàçîâûå ëàãðàíæåâû êîíå÷íûå ýëåìåíòû äëÿ îäíî-
ìåðíûõ, äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷. Äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïðèâå-
äåíû ôóíêöèè ôîðìû ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ îïèñàíû ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû äëÿ òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, â òîì ÷èñëå ðàññìîòðåíû
ýëåìåíòû ñåðåíäèïîâà òèïà. Èäåîëîãèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ïîñòðîåíèè
äâóìåðíûõ çàäà÷, îáîáùåíà íà òðåõìåðíûå ýëåìåíòû äëÿ òåòðàýäðîâ è
ãåêñàýäðîâ ñ ëèíåéíûìè è êâàäðàòè÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè íà êàíîíè-
÷åñêèõ ôèãóðàõ. Ïðèâåäåíû òàêæå áàçèñíûå ôóíêöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
â âèäå ïðèçì è ïèðàìèä. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñîãëàñîâàííîñòè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ñåòîê.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû, ïîäêðåïëÿþùèå
òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ïîñîáèÿ. Ðàáîòû ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ ìîäåëüíûõ çà-
äà÷ ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà, òåðìîóïðóãîñòè è çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè òâåð-
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äîòåëüíûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî
êîìïëåêñà ANSYS âåðñèè 11.0 è âûøå. Ê êàæäîé ðàáîòå äàåòñÿ îïèñàíèå
òåõíèêè è íåñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ â ANSYS êîíêðåòíûõ òèïîâ
ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâîäÿòñÿ ïðîãðàììû íà êîìàíä-
íîì ÿçûêå APDL ANSYS ñ ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè è äàåòñÿ àíàëèç
ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïðèâåäåíû
íàáîðû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî ðåøåíèþ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñòâà, òåðìîóïðóãîñòè è çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäîòåëüíûõ òåë
ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáó÷àþùèåñÿ èìåþò áàçîâûå íàâûêè ðàáîòû â ïàêåòå
ANSYS [34, 37, 38] è çíàêîìû ñ åãî êîìàíäíûì ÿçûêîì APDL.

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåðàáîòàííûì âàðèàíòîì ñîîò-
âåòñòâóþùåãî àíãëîÿçû÷íîãî ïîñîáèÿ [36]. Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ðàíåå
íå èçäàâàëîñü íà ðóññêîì ÿçûêå, à åãî ìàòåðèàë îðèåíòèðîâàí â ïåðâóþ
î÷åðåäü íà ïîääåðæêó êóðñà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàòèêè¿, êàê â åãî ëåêöèîííîé ÷àñòè, òàê è äëÿ âûïîëíå-
íèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò. Êóðñ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè è èíôîðìàòèêè¿ îòíîñèòñÿ ê öèêëó áàçîâûõ äèñöèïëèí ó÷åáíûõ
ïëàíîâ âñåõ ìàãèñòåðñêèõ ïðîãðàìì ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè 01.04.02
¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, ìå-
õàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðè
ýòîì, ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî è äëÿ ïîääåðæêè àíãëîÿçû÷íîãî âàðèàíòà
êóðñà ¾Modern problems of applied mathematics and informatics¿, ïîñêîëü-
êó îáó÷àþùèåñÿ áóäóò èìåòü êàê àíãëîÿçû÷íûé âàðèàíò ïîñîáèÿ, òàê è
åãî ðóññêîÿçû÷íûé âàðèàíò.

Ïîñîáèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñòóäåíòàìè è ìàãèñòðàíòàìè ðàç-
ëè÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé, èçó÷àþùèìè ïðèêëàäíóþ ìàòåìàòèêó, ÷èñëåííûå
ìåòîäû èëè ïðîáëåìû êîíêðåòíûõ ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷,
à òàêæå íàó÷íûìè ðàáîòíèêàìè è èíæåíåðàìè, æåëàþùèìè óãëóáèòü ñâîè
ïîçíàíèÿ â ìåòîäîëîãèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèÿõ èõ ðåøå-
íèÿ.
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Íåêîòîðûå ìîäåëè ñâÿçàííûõ çàäà÷

ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî

òåëà

1.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Âåêòîðíûå è òåíçîðíûå

âåëè÷èíû

Äàííûé ðàçäåë íîñèò ñïðàâî÷íûé õàðàêòåð è êàñàåòñÿ ïðèìåíÿåìûõ
â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèé âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ âåëè÷èí. Áîëåå
ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î âåêòîðàõ è òåíçîðàõ ìîæíî íàéòè â ìíîãî÷èñëåííîé
ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [8, 10, 33] è äð.) Çäåñü æå ýòè ñâåäåíèÿ äàþòñÿ
â ìèíèìàëüíîì îáúåìå.

1.1.1. Âåêòîðíûå è òåíçîðíûå âåëè÷èíû. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,
íàçûâàåìûå âåêòîðàìè, áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûìè, êàê ïðàâèëî,
ñòðî÷íûìè áóêâàìè: a ∈ Rn.

Â Rn âûäåëèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ei ∈ Rn, i = 1, 2, ..., n. Òîãäà
ëþáîé âåêòîð a ∈ Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó

a =
n∑
i=1

aiei
def
= aiei

ñ êîîðäèíàòàìè a1, a2, ..., an.
Çäåñü è âñþäó äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà

ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, ïðè÷åì âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñû íå
ðàçëè÷àþòñÿ.

Ïîñêîëüêó Rn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî â íåì îïðåäåëåíû îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ, µ ∈ R; a = aiei,
b = biei ∈ Rn, òî λ a+ µb = (λai + µbi) ei ∈ Rn.
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Â Rn, êàê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ:

a · b = (aiei) · (bjej) = aibj ei · ej = aibjδij = aibi.

Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà (δij = 1, åñëè i = j; δij = 0, åñëè i ̸= j),
è èñïîëüçîâàíî, ÷òî äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ei · ej = δij.

Â âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ íàáîð êîîðäèíàò âåêòîðà a áóäåì
çàïèñûâàòü â âèäå âåêòîð-ñòîëáöà a = {a1, a2, ..., an} èëè âåêòîð-ñòðîêè
a∗ = ⌊a1, a2, ..., an⌋. Åñëè â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîð-ñòîëáåö è
âåêòîð-ñòðîêó ìîæíî íå ðàçëè÷àòü, òî â ìàòðè÷íîé àëãåáðå óìíîæåíèå
ìàòðèöû K íà âåêòîð-ñòîëáåö a ñïðàâà áóäåì çàïèñûâàòü êàê K · a, à
óìíîæåíèå ìàòðèöû K íà âåêòîð-ñòðîêó a∗ ñëåâà � êàê a∗ ·K. Òîãäà, åñëè
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî b∗ · I · a = b∗ · a. Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ: b·a
(ïðè òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ) èëè b∗ · a (ïðè ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ).

Åñëè e′1, e
′
2, ..., e

′
n � äðóãîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, òî ìîæíî

ââåñòè ìàòðèöó Q (ìàòðèöó íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ)

[Q]ij = qij = e∗i · e′j, (1.1)

âûðàçèòü âåêòîðû îäíîãî áàçèñà ÷åðåç äðóãîé

ei = qije
′
j, e′i = αijej, αij = qj i, (1.2)

è ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ïåðåñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà a = aiei =
a′je

′
j ïðè èçìåíåíèè áàçèñà

ai = qija
′
j, a′i = αijaj, (1.3)

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè

a = Q · a′, a′ = A · a, A = Q∗, (1.4)

ãäå Q∗ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.
Êàê íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ìàòðèöà ïåðåõîäà Q ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-

íîé:
Q∗ ·Q = Q ·Q∗ = I, Q = (Q∗)−1.

Â ðåçóëüòàòå âåêòîð a ìîæíî ïîíèìàòü êàê îòíåñåííûé ê áàçèñó {e1, e2,
..., en} íàáîð ÷èñåë {a1, a2, ..., an}, êîòîðûé ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó
{e′1, e′2, ..., e′n} èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíàì (1.3), (1.4).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå p åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Rn:

Tn
p

def
= Rn ⊗ Rn ⊗ ...⊗ Rn︸ ︷︷ ︸

p

.
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Ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü òåíçîðàìè (åâêëèäîâû-
ìè òåíçîðàìè) ðàíãà p è îáîçíà÷àòü, êàê è âåêòîðû, ïîëóæèðíûìè áóêâà-
ìè.

Â Tn
p ìîæíî âûäåëèòü áàçèñ èç ýëåìåíòîâ

ei1 ⊗ ei2 ⊗ ...⊗ eip︸ ︷︷ ︸
p

def
= ei1 ei2... eip,

ãäå ik ∈ {1, 2, ..., n}, eik � âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â Rn.
Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò X ∈ Tn

p ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
áàçèñó

X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip

ñ êîìïîíåíòàìè Xi1i2...ip, è î÷åâèäíî, ÷òî dimTn
p = np.

Âåêòîðû ìîæíî ñ÷èòàòü òåíçîðàìè ïåðâîãî ðàíãà, ò.å. Rn ≡ Tn
1 ;

à èç êîìïîíåíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà X = Xijeiej ìîæíî ñîñòàâèòü
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó [X]ij = Xij ïîðÿäêà n× n.

Ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ Rn òåñíî ñâÿçàíà
îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ (âíåøíåãî óìíîæåíèÿ)

X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip ∈ T np , Y = Yj1j2...jqej1 ej2... ejq ∈ Tn
q :

XY
def
= Xi1i2...ipYj1j2...jqei1 ei2... eip ej1 ej2... ejq ∈ Tn

p+q.

Ñîîòâåòñòâåííî, èç äâóõ âåêòîðîâ a = aiei, b = bjej ∈ Rn = Tn
1 ìîæíî

ñîñòàâèòü òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ab = aibjei ej ∈ Tn
2 , íàçûâàåìûé äèàäîé.

Êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà îáðàçóþò ìàòðèöó ab∗: [ab∗]ij = aibj.
Äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà X = Xijeiej áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ:
X∗ = Xjieiej,

ïðèâîäÿùóþ ê òðàíñïîíèðîâàíèþ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ òåíçîðà.
Òåíçîð âòîðîãî ðàíãàX ∈ Tn

2 íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëèX = X∗.
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ãîâîðèòü î ñèììåòðèè òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà

ïî íåêîòîðîé ïàðå èíäåêñîâ. Òàê, òåíçîðû ïüåçîìîäóëåé òðåòüåãî ðàíãà
e = eiklei ek el, èñïîëüçóåìûå äàëåå â ðàçäåëå 1.3, áóäóò ñèììåòðè÷íûìè
ïî äâóì ïîñëåäíèì èíäåêñàì: eikl = eilk. Äëÿ òàêèõ òåíçîðîâ îïåðàöèÿ
òðàíñïîíèðîâàíèÿ áóäåò îçíà÷àòü ïåðåñòàíîâêó ïåðâîãî è òðåòüåãî
èíäåêñîâ èëè ïàðû ïåðâûõ äâóõ è òðåòüåãî èíäåêñîâ: e∗ = elkiei ek el =
elikei ek el.

Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðàìè, äëÿ òåíçîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà. Èìåííî,

∀ λ, µ ∈ R, X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip, Y = Yi1i2...ipei1 ei2... eip ∈ Tn
p :
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λX+ µY = (λXi1i2...ip + µYi1i2...ip) ei1 ei2... eip ∈ Tn
p .

Õîòÿ äëÿ òåíçîðîâ è ñóùåñòâóåò îòäåëüíîå ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ, äëÿ äàëüíåéøåãî áîëåå âàæíîé áóäåò îïåðàöèÿ âíóòðåííåãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ïðîñòîãî óìíîæåíèÿ èëè ñâåðòêè)

∀ X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip ∈ Tn
p , Y = Yj1j2...jqej1 ej2... ejq ∈ Tn

q :

X ·Y def
= Xi1i2...ip−1kYkip...ip+q−2

ei1 ei2... eip+q−2
∈ Tn

p+q−2,

ïðè êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñâåðòêà ïîñëåäíåãî èíäåêñà ó X è ïåðâîãî
èíäåêñà ó Y (ñóììèðîâàíèå ïî k â ïîñëåäíåé ôîðìóëå).

Äëÿ òåíçîðîâ X ∈ Tn
p , Y ∈ Tn

q ïðè p ≥ 2, q ≥ 2 ìîæíî îïðåäåëèòü
îïåðàöèþ äâîéíîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ (äâîéíîé ñâåðòêè)

∀ X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip ∈ Tn
p , Y = Yj1j2...jqej1 ej2... ejq ∈ Tn

q , p, q ≥ 2 :

X : Y
def
= X · ·Y def

= Xi1i2...ip−2lkYklip−1...ip+q−4
ei1 ei2... eip+q−4

∈ Tn
p+q−4,

êîòîðàÿ, êàê âèäíî, ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè îïåðàöèè
ïðîñòîãî óìíîæåíèÿ (ñâåðòêè) äâà ðàçà.

Íàïðèìåð, äëÿ ââîäèìûõ äàëåå â ðàçäåëå 1.3 òåíçîðà óïðóãèõ
æåñòêîñòåé cE = cEijklei ej ek el ∈ T3

4 ÷åòâåðòîãî ðàíãà è òåíçîðà

äåôîðìàöèé ε = εrser es ∈ T3
2 âòîðîãî ðàíãà: c

E : ε = cEijklεlkei ej ∈ T3
2.

Ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó e′1, e
′
2, ..., e

′
n â Rn

ñîãëàñíî çàêîíàì (1.1), (1.2) êîìïîíåíòû òåíçîðà X ∈ Tn
p èçìåíÿþòñÿ

ïî çàêîíàì, îáîáùàþùèì (1.3)

X = Xi1i2...ipei1 ei2... eip = X ′
j1j2...jp

e′j1 e
′
j2
... e′jp,

Xi1i2...ip = qi1j1qi2j2...qipjp X
′
j1j2...jp

, X ′
i1i2...ip

= αi1j1αi2j2...αipjp Xj1j2...jp. (1.5)

Èçìåíåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà X ∈ Tn
p ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.5) ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ñàìî ïîíÿòèå òåíçîðà.

Ïóñòü Φ = Φ(x) ∈ T3
p � òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ îò âåêòîðà

ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x ∈ R3, èìåþùàÿ äîñòàòî÷íûå ñâîéñòâà
ãëàäêîñòè (òåíçîðíîå ïîëå). Îïåðàòîð ãðàäèåíòà

∇ = ek
∂

∂xk
,

íàçûâàåìûé íàáëà-îïåðàòîðîì, èìååò ðàíã âåêòîðà (ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
ïåðâîãî ðàíãà).
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Ñ íàáëà-îïåðàòîðîì è òåíçîðíûì ïîëåì ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷-
íûå òåíçîðíûå îïåðàöèè. Òàê, òåíçîðíîå óìíîæåíèå îïåðàòîðà ∇ è âåê-
òîðíîãî ïîëÿ a = a(x) ∈ T3

1 äàåò òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

∇a =
∂aj
∂xi

ei ej.

Âíóòðåííåå óìíîæåíèå íàáëà-îïåðàòîðà∇ è òåíçîðíîãî ïîëÿΦ(x) ∈ T3
p

äàåò òåíçîð ðàíãà p− 1, íàçûâàåìûé äèâåðãåíöèåé òåíçîðíîãî ïîëÿ

divΦ
def
= ∇ ·Φ = ek

∂Φ

∂xk
=
∂Φki2...ip

∂xk
ei2... eip.

Â ÷àñòíîñòè, äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ a = a(x) åñòü ñêàëÿðíàÿ
âåëè÷èíà (òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà)

∇ · a =
∂ak
∂xk

def
= ak,k.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ òåíçîðíûõ
ïîëåé. Åñëè Ω � îãðàíè÷åííûé îáúåì â R3, Γ = ∂Ω � çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, n = n(x) � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê
òî÷êå x ∈ Γ, òî äëÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ Φ ∈
T3
p ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà p èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî∫

Ω
∇ ·Φ dΩ =

∫
Γ
n ·Φ dΓ,

îáîáùàþùàÿ àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé.

1.1.2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è âåëè÷èíû â ñâÿçàííûõ çàäà÷àõ
òåîðèè óïðóãîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ñîáðàíû îñíîâíûå ïîëåâûå õàðàêòåðèñòèêè, ìàòåðè-
àëüíûå ñâîéñòâà è âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, ââîäèìûå è èñïîëüçóåìûå äàëåå
â ðàçäåëàõ 1.3 � 1.6. Â êîíöå îïèñàíèÿ êàæäîé âåëè÷èíû ïðèâîäèòñÿ åå
ðàçìåðíîñòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö Ñè, ïðè÷åì áåçðàçìåðíàÿ
âåëè÷èíà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ¾1¿.

Õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíè÷åñêèõ, ýëåêòðè÷åñêèõ, òåïëîâûõ, ôèëüòðàöè-
îííûõ è àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé:
u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ì;
ε � òåíçîð äåôîðìàöèé, 1;
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σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, Í/ì2 = Ïà;
φ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Â;
E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Â/ì;
D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ), Êë/ì2;
T � òåìïåðàòóðà, K;
T0 � òåìïåðàòóðà åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ, K;
θ � ïðèðîñò òåìïåðàòóðû, K;
S � ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèè), îò÷èòûâàåìîé îò
åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ, Äæ/(K · ì3) = Í/(ì2 · Ê) = Ïà/Ê;
q � âåêòîð ïîòîêà òåïëà (âåêòîð óäåëüíîãî òåïëîâîãî ïîòîêà, âåêòîð
ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà), Âò/ì2;
ϕ � ïîðèñòîñòü, 1;
v � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè (â ïîðîóïðóãîñòè), àêóñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü (â
àêóñòèêå), ì/ñ;
p � ïîðîâîå äàâëåíèå (â ïîðîóïðóãîñòè), èçáûòî÷íîå àêóñòè÷åñêîå
äàâëåíèå (â àêóñòèêå), Í/ì2 = Ïà;
ψ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, ì2/ñ.

Ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà:
ρ � ïëîòíîñòü, êã/ì3;
cE (c) � òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, Í/ì2 = Ïà;
e � òåíçîð ïüåçîìîäóëåé, Êë/ì2;
ϵS � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿí-
íûõ äåôîðìàöèÿõ, Ô/ì;
αd � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ (ïåðâûé êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ
ïðè ó÷åòå äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ), 1/c;
βd � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ (âòîðîé êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ
ïðè ó÷åòå äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ), c;
γ � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, Äæ/(K · ì3) =
Í/(ì2 · Ê) = Ïà/Ê;
cε � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè, Äæ/(êã · Ê) =
ì2/(ñ2 · Ê);
k � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòåé, Âò/(ì · Ê);
ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, êã/ì3;
b � òåíçîð Áèî, 1;
N � ìîäóëü Áèî, ì2/Í = 1/Ïà;
K � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðàöèè, ì/ñ;
c0 � ñêîðîñòü çâóêà â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå, ì/ñ.
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Âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ è ñâÿçè:

f � âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë, Í/êã = ì/ñ2;

σΩ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, Êë/ì3;

W � èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà, Âò/ì3;

uΓ � âåêòîð ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå, ì;

pΓ � âåêòîð íàïðÿæåíèé, Í/ì2 = Ïà;

Vj � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà ýëåêòðîäå Γφj, Â;

Qj � ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íà ýëåêòðîäå Γφj, Êë;

σΓ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, Êë/ì2;

ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà (óãëîâàÿ ÷àñòîòà, ðàäèàëüíàÿ ÷àñòîòà, ÷àñòîòà
âðàùåíèÿ), ðàä/ñ = ðàä · Ãö;
f = ω/(2π) � ÷àñòîòà, 1/ñ = Ãö;

θΓ � òåìïåðàòóðà (ïðèðîñò òåìïåðàòóðû) íà ÷àñòè ãðàíèöû, K;

qΓ � ïîòîê òåïëà íà ïîâåðõíîñòè, Âò/ì2;

hf � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè, Âò/(ì2·Ê);
θb � òåìïåðàòóðà (ïðèðîñò òåìïåðàòóðû) âíåøíåé îêðóæàþùåé ñðåäû, K;

Z � èìïåäàíñ ãðàíèöû, H · ñ/ì.

1.2. Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îáû÷íî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ôèçè÷åñêèå ïîëÿ îïðåäåëåííîé ïðèðîäû. Íàïðèìåð, äëÿ äåôîðìè-
ðóåìûõ ñðåä â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäóþòñÿ âîçíèêàþùèå ïðè
ìåõàíè÷åñêèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ ìåõàíè÷åñêèå ïîëÿ, òàêèå êàê âåêòîð-
íîå ïîëå ïåðåìåùåíèé u = u(x, t), òåíçîðíûå ïîëÿ äåôîðìàöèé ε = ε(x, t),
íàïðÿæåíèé σ = σ(x, t), è äð. Â çàäà÷àõ òåïëîïðîâîäíîñòè èçó÷àåòñÿ, êàê
ïîä äåéñòâèåì òåïëîâûõ âîçäåéñòâèé â òåëàõ èçìåíÿåòñÿ ïîëå òåìïåðàòóð
θ = θ(x, t). Â çàäà÷àõ ýëåêòðîñòàòèêè èëè êâàçèýëåêòðîñòàòèêè äèýëåê-
òðèêîâ èññëåäóþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, òàêèå êàê ñêàëÿðíîå ïîëå ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ = φ(x, t), âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ E = E(x, t) è äð., âîçíèêàþùèå â äèýëåêòðèêàõ ïðè ýëåêòðè÷åñêèõ
âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Ïðèìåðû ïîäîáíûõ çàäà÷ ëåãêî ïðîäîëæèòü.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ñëó÷àÿõ èìååì çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
îïðåäåëåííîãî òèïà: íåñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè óïðóãî-
ñòè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (ïðåäåëü-
íûé ñëó÷àé); íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè � óðàâíåíè-
ÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà; óðàâíåíèÿ êâàçèýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðè-
êîâ � óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ïðè ýòîì â ñëó÷àÿõ çàäà÷ ñ
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ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ òåî-
ðèè óïðóãîñòè, âñå óðàâíåíèÿ îáû÷íî ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå îäèíàêîâîãî
ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ïðîèçâîäíûå îäèíàêîâîãî ïî-
ðÿäêà ïî âðåìåíè.

Áîëåå ñëîæíûìè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûå
çàäà÷è, â êîòîðûõ ïîëÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû çàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Òàê,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, â êîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèå
è òåïëîâûå ïîëÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Â çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè
äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä ñâÿçàíû ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå
ïîëÿ, â çàäà÷àõ òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè � òåïëîâûå, ìåõàíè÷åñêèå è
ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, è ò.ä.

Âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû îòðàæàåòñÿ â ôóíäàìåíòàëü-
íûõ çàêîíàõ, ëåæàùèõ â îñíîâå òåîðèé ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ïîëåé. Ýòà ñâÿçàííîñòü ìíîãîîáðàçíà è â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ è â ðàç-
ëè÷íûõ ñðåäàõ ïðîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî îòäåëüíûõ âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè òåîðèé
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñ óñëîæíåííûìè ñâîéñòâàìè, â
êîòîðûõ òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ åùå è ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû ñâÿ-
çàííîñòè ïîëåé. Íàïðèìåð, â ðàìêàõ òåðìîóïðóãîñòè ñóùåñòâóþò ñëåäóþ-
ùèå òåîðèè: òåîðèÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, òåîðèÿ òåðìîðàçîãðåâà ïðè
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ è ïð.

Ðàñ÷åòû çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ïîëÿìè ÿâëÿþò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, êàê â ñèëó óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ
ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê, òàê è èç-çà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îñíîâíûõ è ñîïðÿæåííûõ ïîëåé. Íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì ñ óñïåõîì ïðîâîäèòü àíàëèç
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñ óñëîæíåííûìè ñâîéñòâàìè, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ñëåäóåò ïðèçíàòü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).

Ñóùåñòâóåò ðÿä ¾òÿæåëûõ¿ êîììåð÷åñêèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ (ÊÝ)
ïàêåòîâ (ANSYS, ABAQUS, COMSOL, MSC MARC è äð.), ïîçâîëÿþùèõ
ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñâÿçàííûõ çàäà÷, è íåêîòîðûå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïà-
êåòû, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñ
óñëîæíåííûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ICEPACK
äëÿ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè, PZFlex, ATILA, ACELAN äëÿ çàäà÷ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñòâà è äð.)

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñèëó ñëîæíîñòè ñâÿçàííûõ çàäà÷ â ìåòîäîëîãèè è â
ðåàëèçàöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ ñîõðàíÿåòñÿ åùå îáøèðíîå ïîëå
äëÿ èññëåäîâàíèé. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ êîíå÷íî-
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ýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ è èõ ðåàëèçàöèé ñ ïîçèöèé òî÷íîñòè, áûñòðîäåé-
ñòâèÿ è ýôôåêòèâíîñòè. Ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñâÿçàííûõ ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ äåëàþò àêòóàëüíûìè êàê èõ ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäî-
âàíèÿ, òàê è ðàçðàáîòêó ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ñïåöèàëüíûõ
ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ è ìîäóëåé äëÿ èìåþùèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòèçèðîâàòü íåêîòîðûå âàæíûå ýòàïû àíàëè-
çà ñâÿçàííûõ çàäà÷.

Äàäèì íåêîòîðóþ êëàññèôèêàöèþ ñâÿçàííûõ çàäà÷ íà ïðèìåðå äâóõ
ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u(x, t) è ïîëÿ
òåìïåðàòóð (òî÷íåå, ïðèðîñòà òåìïåðàòóðû) θ(x, t). Ñèñòåìó ñâÿçàííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îñíîâíîãî ïîëÿ u(x, t) è ñîïðÿæåííîãî
ïîëÿ θ(x, t) ìîæíî â îáùåì ñëó÷àå çàïèñàòü â ôîðìå

Luu(∇, ∂t)u+ Luθ(∇, ∂t)θ = fu,

Lθu(∇, ∂t)u+ Lθθ(∇, ∂t)θ = fθ,

ãäå Luu, Luθ, Lθu, Lθθ � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì âîçìîæíî
íåëèíåéíûå è çàâèñÿùèå òàêæå îò ôóíêöèé u è θ.

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê ê ýòîé ñèñòåìå íàäî äîáàâèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ óäîáíî ïåðåéòè ê îáîáùåííûì
èëè ñëàáûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷, êîòîðûå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûìè
èëè ýíåðãåòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè, âûðàæàþùèìè ïðèíöèïû ðàâåíñòâà
âîçìîæíûõ ðàáîò è áàëàíñà ýíåðãèè ñèñòåìû.

Ïðè ïðèìåíåíèè ê ñëàáîé ïîñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ñîîò-
âåòñòâóþùåì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîëóäèñêðåòíûõ àïïðîêñèìà-
öèé âèäà

u(x, t) ≈ N∗
u(x) ·U(t), θ(x, t) ≈ N∗

θ(x) ·T(t)

ñ ìàòðèöåé áàçèñíûõ ôóíêöèé Nu(x), âåêòîðîì áàçèñíûõ ôóíêöèé Nθ(x)
è âåêòîðàìè ôóíêöèé (êîíñòàíò) àïïðîêñèìàöèé U è T (â ìåòîäå
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû) áóäåì èìåòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé

Auu(∂t) ·U+Auθ(∂t) ·T = Fu, (1.6)

Aθu(∂t) ·U+Aθθ(∂t) ·T = Fθ, (1.7)

ãäå Auu ̸= 0; Aθθ ̸= 0.
Âàæíåéøèå òèïû ñâÿçàííûõ çàäà÷ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
� åñëè Auθ ̸= 0; Aθu ̸= 0, òî èìååì çàäà÷è ñ ïîëíîé ìàòðè÷íîé ñâÿçíîñòüþ;
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� åñëèAuθ = 0;Aθu = 0, íî íåêîòîðûå äèàãîíàëüíûå áëîêè (Auu èëèAθθ)
çàâèñÿò îò ïîëåé äðóãîé ïðèðîäû (íàïðèìåð, Auu = Auu(T)) òî èìååì
çàäà÷è ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðè÷íîé ñâÿçíîñòüþ;
� åñëè îäèí èç áëîêîâ Auθ èëè Aθu ðàâåí íóëþ, òî èìååì çàäà÷è ñ
÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ.

Òàêæå âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà â êàêèõ-òî èç ìàòðè÷íûõ áëîêîâ
îòñóòñòâóþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, à â äðóãèõ � èìåþòñÿ.

Ê êëàññàì ñâÿçàííûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è
òåðìîóïðóãîñòè, ýëåêòðîóïðóãîñòè, ìàãíèòîóïðóãîñòè, àêóñòîóïðóãîñòè,
òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè, àêóñòîýëåêòðîóïðóãîñòè è ò.ä.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ çàâèñÿò îò òèïà ñâÿçàííîñòè. Â çà-
äà÷àõ ñ ïîëíîé ìàòðè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå, íàïðè-
ìåð, êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àëãîðèòìû äëÿ åäèíîãî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ
a = {U,T}. Äëÿ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè ïîðÿäêàìè ïðîèçâîäíûõ ïî âðå-
ìåíè â ñèñòåìàõ óðàâíåíèé áîëåå ïîäõîäÿùèìè ìîãóò îêàçàòüñÿ áëî÷íûå
àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ðåäóêöèþ êâàçèñòàòè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Â çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè, íàïðèìåð, â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ðåäóöèðî-
âàòü ñòåïåíè ñâîáîäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Çàäà÷è ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ
îáû÷íî íåëèíåéíûìè çàäà÷àìè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíèìû ìåòîäû
Íüþòîíà�Ðàôñîíà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷.

Â çàäà÷àõ ñ ÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ, íàïðèìåð, ïðè Aθu = 0,
äèñêðåòèçîâàííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à
äëÿ ñîïðÿæåííîãî ïîëÿ T

Aθθ(∂t) ·T = Fθ.

Çàòåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ T ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèå äëÿ îñíîâíîãî
ïîëÿ U:

Auu(∂t) ·U = Fu −Auθ(∂t) ·T.
Ýòà çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé çàäà÷åé äëÿ îñíîâíîãî ïîëÿ, íî
ñ äîïîëíèòåëüíîé äîáàâêîé â âåêòîðå ïðàâûõ ÷àñòåé.

Íàêîíåö, èìåþòñÿ ñâÿçàííûå çàäà÷è, â êîòîðûõ âåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé
çàâèñÿò îò íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, Fu = Fu(U,T), Fθ =
Fθ(U,T). Òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïîëíîé
ìàòðè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
Íàïðèìåð, çàäà÷ó (1.6), (1.7) ñ ïîëíîé ìàòðè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Auu(∂t) ·U = F̃u, (1.8)

Aθθ(∂t) ·T = F̃θ, (1.9)
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ñ F̃u = Fu−Auθ(∂t) ·T, F̃θ = Fθ−Aθu(∂t) ·U, à äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿòü
èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè Auu = Auu(U,T), Aθθ = Aθθ(U,T), F̃u =
F̃u(U,T), F̃θ = F̃θ(U,T), òî çàäà÷à (1.8), (1.9) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, è äëÿ
åå ðåøåíèÿ òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Òàêàÿ çàäà÷à ïî
òåðìèíîëîãèè ANSYS [25] íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñî ñëàáîé (ñåêâåíöèàëüíîé)
ñâÿçàííîñòüþ.

1.3. Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèé â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ÿâëÿòüñÿ
àêòèâíûå äèýëåêòðèêè, îáëàäàþùèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Ïüåçîýôôåêò ñîñòîèò â ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè è
ìåõàíè÷åñêèìè ïîëÿìè. Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ îïèñàíà âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, â [11, 28] è äð. Çäåñü ïðèâåäåì ëèøü êðàòêèé
ýêñêóðñ ïî èñòîðèè ïüåçîýôôåêòà. Â 1880 ã. Ïüåðîì è Æàêîì Êþðè áûëî
îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè ñæàòèè â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ íåêîòîðûõ
êðèñòàëëîâ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîÿâëÿþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû,
ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëîæåííîìó äàâëåíèþ. Äàííîå ÿâëåíèå ïîëó÷èëî
íàçâàíèå ïðÿìîãî ïüåçîýôôåêòà (îò ãðå÷åñêîãî ãëàãîëà piezein � äàâèòü).
Ñðàçó ïîñëå ýòîãî îòêðûòèÿ, â 1881 ãîäó, Ãàáðèýëåì Ëèïïìàíîì, èñõîäÿ
èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé è èç ñâîåé òåîðåìû îá îáðàòèìîñòè
ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, áûë ïðåäñêàçàí îáðàòíûé ïüåçîýôôåêò: êðèñòàëëû,
îáëàäàþùèå ïüåçîñâîéñòâàìè, ïðè ïðèëîæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
äîëæíû äåôîðìèðîâàòüñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Â ýòîì æå ãîäó
Ïüåð è Æàê Êþðè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèëè ñóùåñòâîâàíèå
îáðàòíîãî ïüåçîýôôåêòà è óñòàíîâèëè, ÷òî ïüåçîìîäóëè (êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïüåçîýôôåêòîâ îäèíàêîâû.

Ïüåð Êþðè ñôîðìóëèðîâàë òàêæå ïðèíöèïû, ñâÿçûâàþùèå ñâîéñòâà
ñèììåòðè÷íîñòè è íåñèììåòðè÷íîñòè â ÿâëåíèÿõ è â ïîðîæäàþùèõ èõ ïðè-
÷èíàõ [5]. Ïî ïðèíöèïàì Ïüåðà Êþðè ÿâëåíèå îáëàäàåò âñåìè ýëåìåíòàìè
ñèììåòðèè âûçûâàþùèõ åãî ïðè÷èí è ìîæåò èìåòü áîëåå âûñîêóþ ñèììåò-
ðèþ, ÷åì ïðè÷èíû. Àñèììåòðèÿ æå ÿâëåíèÿ ïðåäîïðåäåëåíà àñèììåòðèåé
ïðè÷èí. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÿâëåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ñèñòåìå, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ïîäãðóïïîé ñèììåòðèè ÿâëåíèÿ.

Ñîãëàñíî ýòèì ïðèíöèïàì, â ñèñòåìå ¾êðèñòàëë � âíåøíèå âîçäåé-
ñòâèÿ¿ êðèñòàëë èçìåíÿåò ñâîþ ñèììåòðèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîõðàíÿ-
þòñÿ ëèøü ýëåìåíòû ñèììåòðèè, îáùèå ñ ýëåìåíòàìè âîçäåéñòâèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷íîå ñæàòèå îáëàäàåò öåíòðîì ñèììåòðèè,
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òî äëÿ êðèñòàëëîâ ñ öåíòðîì ñèììåòðèè ïðè ñèììåòðè÷íîì ñæàòèè öåí-
òðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ. Îäíàêî, òàê êàê ÿâëåíèå ýëåê-
òðè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè íå îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé, òî òàêàÿ
àñèììåòðèÿ äîëæíà áûòü ïðåäîïðåäåëåíà àñèììåòðèåé ñèñòåìû. Òàêèì
îáðàçîì, èç ïðèíöèïà Êþðè ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îáëàäàòü òîëüêî òå êðèñòàëëû, êîòîðûå íå
èìåþò öåíòðà ñèììåòðèè. Áîëåå äåòàëüíî ñâÿçü ÿâëåíèÿ ïüåçîýôôåêòà
ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èññëåäîâàë â 1884 ã. Â. Ôîéõò. Êàê ñëåäóåò
èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, âñå ýòè êëàññû êðèñòàëëîâ íå ìîãóò èìåòü
öåíòðà ñèììåòðèè. Â ðåçóëüòàòå áûëî òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü àíèçîòðîïíûìè.

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ïðèðîäíûå êðèñòàëëû áûëè åäèíñòâåííûìè äî-
ñòóïíûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè, è íà èõ îñíîâå áûëè ñîçäà-
íû ìíîãèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå óñòðîéñòâà. Â äàëüíåéøåì, ïðèáëèçèòåëüíî
ñ ñðåäèíû 60-õ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà, ñòàëè ðàçðàáàòûâàòüñÿ èñêóññòâåí-
íûå ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ìàòåðèàëû íà
îñíîâå òèòàíàòà áàðèÿ (BaTiO3) îáëàäàþò äîñòàòî÷íî ñèëüíûì ïüåçîýô-
ôåêòîì. Ïîñëåäóþùèå ðàçðàáîòêè ïîêàçàëè, ÷òî ìàòåðèàëû ÖÒÑ èëè PZT
íà îñíîâå öèðêîíàòà-òèòàíàòà ñâèíöà îáëàäàþò åùå áîëüøåé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòüþ è ìîãóò ðàáîòàòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåìïåðàòóðàõ. Â èòîãå
âîçíèêëà öåëàÿ òåõíîëîãèÿ ïðîèçâîäñòâà íîâûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ìàòå-
ðèàëîâ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ íà èõ îñíîâå. Ñîâðåìåííàÿ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêàÿ êåðàìèêà íà ïîðÿäêè ÷óâñòâèòåëüíåå ê ýëåêòðè÷åñêèì è
ìåõàíè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì, ÷åì ïðèðîäíûå ïüåçîêðèñòàëëû. Âàðüèðóÿ
èñõîäíûå ñîñòàâû ïüåçîêåðàìèêè, ìîæíî ñîçäàâàòü ìàòåðèàëû ñ ðàçëè÷-
íûìè ñâîéñòâàìè, íåîáõîäèìûìè ïîòðåáèòåëþ. Ïüåçîêåðàìèêà äîñòàòî÷íî
ïðî÷íà, õèìè÷åñêè èíåðòíà è îòíîñèòåëüíî äåøåâà â ïðîèçâîäñòâå. Êðîìå
òîãî, èç íåå ìîæíî èçãîòàâëèâàòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ýëåìåíòû ïðàêòè-
÷åñêè ëþáîé òðåáóåìîé ôîðìû è ðàçìåðîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ýôôåêòå ñâÿçíîñòè ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè-
÷åñêèõ ïîëåé ðàáîòàþò ìíîãî÷èñëåííûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå óñòðîéñòâà,
âûïîëíåííûå èç ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ ñîñòàâîâ ïüåçîêå-
ðàìèêè. Ñîâðåìåííîå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîå ïðèáîðîñòðîåíèå èìååò ÷ðåçâû-
÷àéíî øèðîêîå ïîëå ïðèìåíåíèé.

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè ïðåîáðàçóþò ýëåêòðè÷åñêîå
âíåøíåå âîçäåéñòâèå (ýëåêòðè÷åñêîå íàïðÿæåíèå èëè òîê) â ìåõàíè÷å-
ñêèå äâèæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, â çâóêîâûå èëè óëüòðàçâóêîâûå êîëåáàíèÿ.
Ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëè, ãåíåðèðóþùèå óëüòðàçâóêîâûå àêóñòè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ â ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå è òåðàïèè, íàïðèìåð, äëÿ
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ðàñïûëåíèÿ æèäêîñòåé, à òàêæå äëÿ î÷èñòêè ïîâåðõíîñòåé, êàê, íàïðèìåð,
â óëüòðàçâóêîâûõ ñòèðàëüíûõ ìàøèíàõ, â ñâàðêå, äëÿ ïîâûøåíèÿ ãàçî-
è íåôòåîòäà÷è ïëàñòîâ è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ïðèëîæåíèé. Îáðàòèìîñòü
ïüåçîýôôåêòà ïîçâîëÿåò ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëþ íå òîëüêî ãåíåðèðîâàòü
ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, íî è ïðèíèìàòü èõ è ðåãèñòðèðîâàòü, ïðåîáðà-
çóÿ ìåõàíè÷åñêèå ñèãíàëû â ýëåêòðè÷åñêèå. Ïîýòîìó ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
ïðåîáðàçîâàòåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê äàò÷èêè ðàññòîÿíèÿ, óðîâíÿ
æèäêîñòè, ïàðàìåòðîâ ñðåäû è ò. ä.

Äðóãèìè òèïàìè óñòðîéñòâ ïüåçîòåõíèêè ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðû, ïüåçî-
òðàíñôîðìàòîðû íàïðÿæåíèÿ è òîêà, ïüåçîäàò÷èêè, ñåíñîðû, àêòþàòîðû,
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ôèëüòðû è ëèíèè çàäåðæêè è ïð.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ áàçèðóþòñÿ íà
óðàâíåíèÿõ ñâÿçàííîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè èëè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà.
Áèáëèîãðàôèÿ ïî ïüåçîýëåêòðè÷åñòâó äîñòàòî÷íî îáøèðíà è ïîäðàçäå-
ëÿåòñÿ íà ëèòåðàòóðó ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íàèáîëåå ìíîãî÷èñëåííóþ
ëèòåðàòóðó, ïîñâÿùåííóþ ïðèêëàäíûì èëè òåõíè÷åñêèì âîïðîñàì ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ, è, íàêîíåö, íà ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå, ìàòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû
òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè. Êëàññè÷åñêèìè òðóäàìè, â êîòîðûõ ïðåêðàñíî
èçëîæåíû ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå àñïåêòû ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà, ÿâëÿ-
þòñÿ ìîíîãðàôèè [3, 11] è äð. Ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû òåîðèè ýëåêòðîóïðóãî-
ñòè êàê ðàçäåëà ìåõàíèêè èçëîæåíû â [12, 16, 20, 32], à ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè � â [32, 13, 36]. Ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ê
ðàñ÷åòó ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ áàçèðóþòñÿ íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
òåõíîëîãèÿõ, àëãîðèòìàõ òðèàíãóëÿöèè, àíñàìáëèðîâàíèÿ è íà ìåòîäàõ
ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ñ áîëüøèìè ðàçðåæåííûìè
ìàòðèöàìè. Îñíîâîé ýòèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿþòñÿ ñëàáûå èëè âàðèàöèîííûå
ïîñòàíîâêè ñâÿçàííûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè è èõ àïïðîêñèìàöèè. Äàí-
íûå âîïðîñû è áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

1.3.1. Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3, çàíèìàåìàÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì
òåëîì; Γ = ∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω; n = n(x) � âåêòîð âíåøíåé
åäèíè÷íîé íîðìàëè ê Γ (x ∈ Γ).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ
âåêòîð-ôóíêöèåé ïåðåìåùåíèé u = u(x, t) è ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ = φ(x, t).
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Ïî âåêòîð-ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé u(x, t) çàäàåòñÿ òåíçîð ìàëûõ
äåôîðìàöèé

ε = (∇u+∇u∗)/2, (1.10)

à ïî ôóíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

E = −∇φ. (1.11)

Îòìåòèì, ÷òî êàê êîìïîíåíòû εij òåíçîðà äåôîðìàöèé, òàê è êîìïî-
íåíòû Ei âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷å-
ðåç ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì îò ïîëåâûõ
ôóíêöèé ui(x, t) è φ(x, t), ñîîòâåòñòâåííî,

εij =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

) =
1

2
(ui,j + uj,i), (1.12)

Ei = − ∂φ

∂xi
= −φ,i. (1.13)

Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñóùåñòâóåò
ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì äåôîðìàöèé ε è âåêòîðîì íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé σ è âåêòîðîì ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè D. Ýòè çàâèñèìîñòè íîñÿò íàçâàíèå îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

σ = cE : ε− e∗ · E, (1.14)

D = e : ε+ ϵS · E. (1.15)

Çäåñü cE � òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà óïðóãèõ ìîäóëåé, âû÷èñëåííûõ
ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (E); e � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ïüå-
çîìîäóëåé; ϵS � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé,
âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ (S).

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (1.14), (1.15) ìîæíî çàïèñàòü â
ôîðìå:

σij = cEijklεkl − ekijEk, (1.16)

Di = eiklεkl + ϵSikEk. (1.17)

Çàìåòèì, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé σ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì
âòîðîãî ðàíãà, ò. å. σij = σji.

Òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé cE ÿâëÿåòñÿ ïîëóñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì
÷åòâåðòîãî ðàíãà

cEijkl = cEjikl = cEijlk = cEklij, (1.18)
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à òåíçîð ïüåçîìîäóëåé e òðåòüåãî ðàíãà ñèììåòðè÷åí òîëüêî ïî äâóì
ïîñëåäíèì èíäåêñàì

eikl = eilk. (1.19)

Êîìïîíåíòû cEijkl, eijk, ϵ
S
ij ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàíòàìè, õàðàê-

òåðèçóþùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, óïðóãèå (æåñòêîñòíûå), ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òåëà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ýòè âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå (äëÿ îäíîðîäíûõ òåë) èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå
(äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ òåë). Îäíàêî äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë ìîäóëè ìî-
ãóò áûòü íåïðåðûâíûìè èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè îò x.

Åñëè ñâåðíóòü óðàâíåíèå (1.14) äâîéíûì âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì
(äâîéíîé ñâåðòêîé) ñ ε, óðàâíåíèå (1.15) óìíîæèòü ñêàëÿðíî íà E∗, à çàòåì
ñëîæèòü ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, òî ïðèäåì ê âûðàæåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè
âíóòðåííåé ýíåðãèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà

Π =
1

2
(ε : σ + E∗ ·D) =

1

2
(ε : cE : ε+ E∗ · ϵS · E). (1.20)

Èç ôèçè÷åñêîãî òðåáîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âíóòðåííåé
ýíåðãèè ñëåäóþò óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äëÿ òåíçîðîâ
óïðóãèõ ìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé:

∃α1 > 0 : ∀ε = ε∗, ε : cE : ε ≥ α1 ε : ε, (1.21)

∃α2 > 0 : ∀E, E∗ · ϵS · E ≥ α2E
∗ · E. (1.22)

Äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,
êîòîðûå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è ïðè ïðåíåáðåæåíèè äåìïôèðóþùèìè
ôàêòîðàìè èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è â îáû÷íîé òåîðèè óïðóãîñòè

∇ · σ + ρ f = ρü, (1.23)

ãäå ρ = ρ(x) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, f = f(x, t) � âåêòîð ïëîòíîñòè
ìàññîâûõ ñèë, ü = ∂2u/∂t2.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñêîðîñòè óïðóãèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îòëè÷àþò-
ñÿ íà ïîðÿäêè, à ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñðåäû ÿâëÿþòñÿ äèýëåêòðèêàìè, íå
ïðîâîäÿùèìè ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ìîæíî ïðèíÿòü óðàâíåíèå ïðèáëèæåíèÿ
êâàçèýëåêòðîñòàòèêè

∇ ·D = σΩ, (1.24)

ãäå σΩ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïðè÷åì îáû÷íî â
äèýëåêòðèêàõ σΩ = 0.

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (1.23), (1.24) èìåþò âèä:

σij,j + ρ fi = ρui,tt, (1.25)
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Di,i = σΩ. (1.26)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.23), (1.24) îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.14), (1.15) è
ôîðìóëû (1.10), (1.11), ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé u è φ:

∇ · (cE : ∇u+ e∗ · ∇φ) + ρ f = ρü, (1.27)

∇ · (e : ∇u− ϵS · ∇φ) = σΩ. (1.28)

(Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè (1.18), (1.19) òåíçîðîâ
cE è e èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: cE : ε = cE : ∇u; e : ε = e : ∇u.)

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè ñèñòåìà (1.27), (1.28) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

(cEijkluk,l + ekijφ,k),j + ρ fi = ρui,tt, i = 1, 2, 3, (1.29)

(eikluk,l − ϵSikφ,k),i = σΩ. (1.30)

Êàê âèäíî, äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû èìååì ñâÿçàííóþ ñèñòåìó
(1.29), (1.30) ÷åòûðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòû-
ðåõ ôóíêöèé ui = ui(x, t), i = 1, 2, 3; φ = φ(x, t). Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
Ìåæäó òåì, ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè (âòîðîãî ïîðÿäêà) èìåþòñÿ â óðàâíå-
íèÿõ (1.29), íî îòñóòñòâóþò â óðàâíåíèè êâàçèýëåêòðîñòàòèêè (1.30). Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü óðàâíåíèé ýëåêòðî-
óïðóãîñòè.

Äëÿ ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè íåîáõîäèìî
ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.27), (1.28) èëè (1.29), (1.30) ïðèñîâîêóïèòü
ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷å-
ñêèå. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðàíèöà Γ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ó÷àñòêà Γu è Γσ, íà êîòîðûõ çàäàþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðû ïåðåìåùåíèé uΓ è íàïðÿæåíèé pΓ:

u = uΓ; x ∈ Γu , (1.31)

p = n · σ; p = pΓ; x ∈ Γσ , (1.32)

ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ uΓ è pΓ ìîãóò çàâèñåòü îò x è t.
Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî îñíîâíûìè óñëîâèÿìè

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà: óñëîâèå (1.31) � óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà èëè óñëîâèå
òèïà Äèðèõëå, óñëîâèå (1.32) � óñëîâèå âòîðîãî ðîäà èëè óñëîâèå òèïà
Íåéìàíà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû íà ÷àñòÿõ
ãðàíèöû, ò. å. ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû Γ = Γu èëè Γ = Γσ.
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Âàæíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ ïåðâîãî èëè âòîðîãî
ðîäà, êîãäà uΓ = 0 èëè pΓ = 0. Â ñëó÷àå uΓ = 0 ãîâîðÿò
î æåñòêî çàêðåïëåííîì ó÷àñòêå ãðàíèöû Γu, à ïðè pΓ = 0 � î
ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé ãðàíèöå Γσ. Êàê è äëÿ óïðóãîãî òåëà, óñëîâèå
æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ â òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà (1.31), à íà
áîëüøåé ÷àñòè ãðàíèöû Γ = Γσ âåêòîð pΓ îáû÷íî ðàâåí íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óäîáíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ãðàíèöà Γu áûëà íå ïóñòà, ò.å. ÷òîáû íå äîïóñêàëèñü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è â âèäå äâèæåíèÿ òåëà êàê òâåðäîãî öåëîãî: u = urigit =
uc + ωc × x, uc = const, ωc = const.

Äëÿ çàäàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò åùå îäíî íåçàâèñèìîå ðàçáèåíèå ãðàíèöû Γ: Γ = Γφ ∪ ΓD.

Ó÷àñòîê Γφ ìîæåò â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîÿòü èç íåñîïðèêàñàþùèõñÿ ìåæ-
äó ñîáîé ÷àñòåé Γφj; j = 0, 1, ...,M , ò.å. Γφ = ∪jΓφj. Ýòè ó÷àñòêè íàçîâåì
ýëåêòðîäèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Â ðåàëüíîñòè ó÷àñòêè Γφj åñòü ÷à-
ñòè ãðàíèöû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà, ïîêðûòûå ìåòàëëèçèðîâàííûìè
ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå è íàçûâàþòñÿ ýëåêòðîäàìè. Ìåòàëëè÷åñêîå íà-
íåñåíèå îáû÷íî î÷åíü òîíêîå, è ìàòåìàòè÷åñêè åãî ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêî-
íå÷íî òîíêèì. Îäíàêî, â ñèëó ïðèíÿòîãî äîïóùåíèÿ êâàçèýëåêòðîñòàòèêè,
ïîïàäàþùèé íà ýëåêòðîä Γφj ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ΦΓj ìãíîâåííî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåñü ó÷àñòîê Γφj, è ïîýòîìó ΦΓj íå çàâèñèò îò x íà Γφj.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîä ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòüþ.

Íàëè÷èå ýëåêòðîäîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ çà-
äà÷ êâàçèýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðèêîâ è áîëåå îáùèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðó-
ãîñòè.

Êðîìå òîãî, äëÿ ýëåêòðîäîâ ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà âàæíûõ ñëó÷àÿ. Íà
íåêîòîðûõ ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ Γφj çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ
ΦΓj ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ èçâåñòíûìè (ΦΓj = Vj), è òàêèå ýëåêòðîäû áóäåì
íàçûâàòü ýëåêòðîäàìè, çàïèòûâàåìûìè ãåíåðàòîðàìè ýëåêòðè÷åñêîãî
íàïðÿæåíèÿ. Íà äðóãèõ ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ Γφj ïîòåíöèàëû
ΦΓj, ïî ïðåæíåìó íå çàâèñÿùèå îò x, ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè.
Òåì íå ìåíåå äëÿ íèõ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä Qj èëè òîê Ij = ±dQj/dt, ãäå çíàê ¾+¿ èëè ¾−¿ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðèíÿòûì íàïðàâëåíèåì òîêà âî âíåøíåé öåïè. Ó÷àñòêè Γφj âòîðîãî òèïà
áóäåì íàçûâàòü ýëåêòðîäàìè, çàïèòûâàåìûìè ãåíåðàòîðàìè òîêà.

Äëÿ ýëåêòðîäîâ ïåðâîãî òèïà ïðè Vj = 0 áóäåì ãîâîðèòü î
êîðîòêîçàìêíóòûõ èëè çàçåìëåííûõ ýëåêòðîäàõ, à äëÿ ýëåêòðîäîâ âòîðîãî
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òèïà ïðè Qj = 0 áóäåì ãîâîðèòü î ñâîáîäíûõ ýëåêòðîäàõ, ê êîòîðûì íå
ïîäâîäèòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê.

Îïèñàííûå âûøå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýëåêòðîäàõ ìàòåìàòè÷åñêè
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Γφ = ΓV ∪ ΓQ; ΓV =
∪Γφj, j ∈ JV = {0,m + 1, ...,M}; ΓQ = ∪Γφj, j ∈ JQ = {1, 2, ...,m},
ïðè÷åì ó÷àñòêè Γφj íå ñîïðèêàñàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. (Ïîñëåäíåå íóæíî,
÷òîáû íå äîïóñêàëèñü ñèòóàöèè ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.)

Íà ýëåêòðîäàõ Γφj ⊆ ΓV , çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè ýëåêòðè÷åñêîãî
íàïðÿæåíèÿ, çàäàþòñÿ ïîòåíöèàëû Vj:

φ = ΦΓj; ΦΓj = ΦΓj(t) = Vj(t); x ∈ Γφj, j ∈ JV . (1.33)

Íà ýëåêòðîäàõ Γφj ⊆ ΓQ, çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè òîêà, ñòàâÿòñÿ
ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

φ = ΦΓj; ΦΓj = ΦΓj(t); x ∈ Γφj, j ∈ JQ , (1.34)∫
Γφj

n ·D dΓ = −Qj; Ij = ±Q̇j; j ∈ JQ . (1.35)

Íåîáû÷íîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.34), (1.35) ñîñòîèò íå òîëüêî â
òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x, t) äîëæíà ïðèíèìàòü ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ ΦΓj

(ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ìîìåíòå âðåìåíè t), íî è â òîì, ÷òî
çàäàåòñÿ íåêîòîðîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå, ôàêòè÷åñêè è ÿâëÿþùååñÿ
äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ΦΓj.

Â òåîðèè óïðóãîñòè àíàëîãîì óñëîâèé (1.34), (1.35) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ
êîíòàêòíîãî òèïà. Åñëè æåñòêèé øòàìï âäàâëèâàåòñÿ â äåôîðìèðóåìîå
òåëî, òî îñàäêà øòàìïà àíàëîãè÷íà ïîòåíöèàëó ΦΓj, à äëÿ íàõîæäåíèÿ
îñàäêè çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óñëîâèå, âûðàæàþùåå ðàâåíñòâî èíòåãðàëà
îò êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì ñóììàðíîé ñèëå, äåéñòâóþùåé
íà øòàìï (åñëè íå ó÷èòûâàòü ìîìåíòû è ïîâîðîòû øòàìïà).

Îòëè÷èå îò çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åñëè äëÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òèïà (1.34),
(1.35) ïðèíèìàþòñÿ òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ çàäà÷, òî äëÿ çàäà÷
ýëåêòðîóïðóãîñòè óñëîâèÿ (1.34), (1.35) òðåáóþòñÿ äëÿ àíàëèçà ðàáîòû
áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Íàêîíåö, íà íåýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ΓD çàäàåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ σΓ = σΓ(x, t)

n ·D = −σΓ; x ∈ ΓD . (1.36)
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Èç (1.36) ñòàíîâèòñÿ áîëåå ÿñíà ôîðìóëà (1.35). Ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî
èç ýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðèêîâ, (−n ·D) åñòü ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäîâ, òî èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè (−n ·D) âî âñåìó ó÷àñòêó Γφj äàåò
ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íà ýòîì ó÷àñòêå.

Èòàê, îñíîâíûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ýëåêòðîóïðóãîñòè äàþòñÿ
ôîðìóëàìè (1.31) � (1.36).

Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, êàê èçâåñòíî, íóæíû åùå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

u(x,+0) = us(x); u̇(x,+0) = vs(x); x ∈ Ω , (1.37)

ãäå us, vs � íà÷àëüíûå ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè òî÷åê òåëà, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè

âêëþ÷àåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.27), (1.28) èëè (1.29),
(1.30), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.31)�(1.36) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.37).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè (1.27), (1.28) èëè
(1.29), (1.30) èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé
íåäîñòàòîê. Â ýòîé ñèñòåìå íå ó÷èòûâàþòñÿ ýôôåêòû çàòóõàíèÿ,
äåìïôèðîâàíèÿ èëè âÿçêîñòè. (Ýòè ñëîâà áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü êàê
ñèíîíèìû.) Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè çàäà÷àìè òåîðèè óïðóãîñòè
ïðèìåì çäåñü ñïîñîá ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ, óäîáíûé äëÿ
äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Èìåííî, â óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (1.23) äîáàâèì ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè òî÷åê
òåëà

∇ · σ + ρ f = ρü+ αdρu̇, (1.38)

à îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (1.14) èçìåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ = cE : (ε+ βdε̇)− e∗ · E. (1.39)

Çäåñü â (1.38), (1.39) αd è βd � íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû
äåìïôèðîâàíèÿ.

Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè
ñ äåìïôèðîâàíèåì ïî Ðåëåþ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèÿìè (1.10),
(1.11), (1.39), (1.15), (1.38), (1.24), è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå (1.27), (1.28)
âìåñòî (1.27) áóäåì èìåòü

∇ · (cE : (∇u+ βd∇u̇) + e∗ · ∇φ) + ρ f = ρü+ αdρu̇. (1.40)

Ïðèíÿòûé ñïîñîá ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ èìååò ìíîãî
íåäîñòàòêîâ. Òàê, äîáàâëåíèå ñëàãàåìîãî αdρu̇ â (1.38) òåðìîäèíàìè÷åñêè
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íå îáîñíîâàíî, à âìåñòî (1.39) äëÿ àíèçîòðîïíûõ òåë ëîãè÷íåå áûëî áû
ïðèíÿòü õîòÿ áû ñîîòíîøåíèå

σ = cE : ε+ c̃E : ε̇− e∗ · E,

ãäå c̃E = βdc
E áóäåò ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî áîëåå îáùåãî ñîîòíîøå-

íèÿ. Äðóãèå, åùå áîëåå îáùèå ôîðìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû â ðàìêàõ òåîðèè âÿçêîýëåêòðîóïðóãîñòè.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âñå îòìå÷åííûå íåäîñòàòêè, ñïîñîá ó÷åòà
äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ, ïîçâîëÿåò
êà÷åñòâåííî îïèñàòü îñíîâíûå ýôôåêòû çàòóõàíèÿ âîëí, è ýòîò ñïîñîá
ïðèíÿò â ìîäåëÿõ, çàëîæåííûõ â òàêèõ èçâåñòíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ, êàê ANSYS, ABAQUS è äð.

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì, äàëåå ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà çàòóõàíèÿ â çà-
äà÷àõ ýëåêòðîóïðóãîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïîñîá ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ
ïî Ðåëåþ, ò.å. íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè áóäåì îïèñû-
âàòü óðàâíåíèÿìè (1.10), (1.11), (1.39), (1.15), (1.38), (1.24), ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (1.31) � (1.36) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.37).

Â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ âñå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè t, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò, è â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1.23)
èëè â (1.38), (1.39) ñëåäóåò îïóñòèòü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè (ïîñêîëüêó äëÿ çàäà÷ ñòàòèêè u = u(x), è u̇ = 0, ü = 0).

Ïàðó ôóíêöèé u, φ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çà-
äà÷), áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì èëè îáû÷íûì ðåøåíèåì.

Óñòàíîâëåíèå ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, îáëàñòè Ω, åå ãðàíèöû Γ, ó÷àñòêîâ ñ ðàçëè÷íûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò (cEijkl, ekij, ϵ

S
ik), âíåøíèõ

âîçäåéñòèé (f , σΩ, uΓ, pΓ, Vj, Qj èëè Ij, σΓ) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(us, vs) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îòäåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè u(x, t) è φ(x, t) äîëæíû áûòü ïî êðàéíåé ìåðå
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî x è ïî t, ïîñêîëüêó âòîðûå ïðîèçâîäíûå
ôèãóðèðóþò â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.29), (1.30). Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî äðóãîå ïîíÿòèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
ýëåêòðîóïðóãîñòè ñ áîëåå ñëàáûìè òðåáîâàíèÿìè íà ãëàäêîñòü, ÷åì ó
êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

1.3.2. Îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè

Ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ê îáîáùåííîé äîñòàòî÷íî
ñòàíäàðòåí, è äëÿ çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè ñîñòîèò èç òåõ æå øàãîâ, ÷òî
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è äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äèâåðãåíòíîãî òèïà.

Ýòè ýòàïû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäè-
íàòàì ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïîêà ïðîèçâîëüíûå, íî
äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ïðîåêöèîííûå ôóíêöèè è èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè
Ω;

2) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëîâ ñ îïåðàòîðîì äèâåðãåíöèè, ïî-
íèæåíèå ïîðÿäêà ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíà-
òàì è ïîëó÷åíèå (ïî âîçìîæíîñòè) ñèììåòðè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ôîðì;

3) ïðèìåíåíèå ôîðìóë Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ïåðåõîäà îò
èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè ñ îïåðàòîðîì äèâåðãåíöèè ê èíòåãðàëàì ïî ãðàíèöå;

4) ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ôîðìóë Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàåâûõ óñëîâèé;

4.1) íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîåêöèîííûå
ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì (ãëàâíûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì) íà ýòèõ ó÷àñòêàõ;

4.2) íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû èñïîëüçóþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ñ
ïðîåêöèÿìè ïî íîðìàëè ïîòîêîâûõ âåëè÷èí (n · σ, n ·D è ò.ä.);

5) ñíÿòèå íåîäíîðîäíîñòè ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïóòåì ïîäáîðà
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîäíîðîäíûì ãëàâíûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà
÷àñòè ãðàíèöû;

6) îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ôîðìóëè-
ðîâêà ñëàáîé (îáîáùåííîé) ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2m âòîðîé ýòàï òðåáóåòñÿ ïîâòî-
ðÿòü m ðàç. Íàïðèìåð, çàäà÷è èçãèáà áàëîê îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, è äëÿ íèõ òðåáóåòñÿ äâà ðàçà
ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Îïèñàííàÿ ñõåìà ñëóæèò îñíîâîé òàê íàçûâàåìûõ ïîëóäèñêðåòíûõ
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, êîãäà âíà÷àëå ïî âðåìåíè íå ïðîèçâîäèòñÿ íèêàêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, è ïîýòîìó ïðîåêöèîííûå ôóíêöèè ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî
îò x, íî íå çàâèñÿò îò t. Ñëàáàÿ èëè îáîáùåííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ëàãðàíæà.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èíòåãðèðîâàíèè ïî îáëàñòè Ω è ïî
âðåìåíè t íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, T ]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîåêöèîííûå
ôóíêöèè äîëæíû çàâèñåòü êàê îò x, òàê è îò t, à äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàöèè ñâåðòêè. Äàëüíåéøèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñîâåðøåííî äðóãîé îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå,
ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà.
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Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ (ñòàòè÷åñêèõ) çàäà÷ âîçìîæíà òîëüêî ïåðâàÿ
ñõåìà, ïîñêîëüêó íåò çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (êðîìå çàäà÷ ñ ïàìÿòüþ,
òèïà çàäà÷ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè). Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñòàòè÷åñêóþ
èëè êâàçèñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ýëåêòðîóïðóãîñòè, êîãäà â (1.23) íåò
÷ëåíà ñ ρü, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Ñëåäóÿ îïèñàííîé âûøå ñõåìå, óìíîæèì óðàâíåíèå ñòàòèêè (1.23) áåç
ρü ñêàëÿðíî íà íåêîòîðóþ, ïîêà ïðîèçâîëüíóþ, íî äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ
âåêòîð-ôóíêöèþ v∗(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω. Àíàëîãè÷íî,
óðàâíåíèå (1.24) óìíîæèì íà ïðîèçâîëüíóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ
χ(x) è òàêæå ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû òåíçîðíîãî àíàëèçà

v∗ · (∇ · σ(u, φ)) = ∇ · (v∗ · σ(u, φ))− (∇v)∗ : σ(u, φ), (1.41)

χ∇ ·D(u, φ)) = ∇ · (χD(u, φ))− (∇χ)∗ ·D(u, φ), (1.42)

ïîëó÷àåì∫
Ω
(∇v)∗ : σ(u, φ) dΩ =

∫
Ω
v∗ · ρf dΩ +

∫
Ω
∇ · (v∗ · σ(u, φ)) dΩ, (1.43)

−
∫
Ω
(∇χ)∗ ·D(u, φ) dΩ =

∫
Ω
χσΩ dΩ−

∫
Ω
∇ · (χD(u, φ)) dΩ. (1.44)

Ïîñëåäíèå èíòåãðàëû â (1.43), (1.44) åñòü èíòåãðàëû ñ îïåðàòîðîì
äèâåðãåíöèè è ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëàì
ïî ôîðìóëå Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî∫

Ω
∇ · (v∗ · σ(u, φ)) dΩ =

∫
Γ
v∗ · (n · σ(u, φ)) dΓ, (1.45)

∫
Ω
∇ · (χD(u, φ)) dΩ =

∫
Γ
χ(n∗ ·D(u, φ)) dΓ. (1.46)

Òåïåðü â èíòåãðàëàõ ïî ãðàíèöå Γ íóæíî ïîïûòàòüñÿ ó÷åñòü êðàåâûå
óñëîâèÿ.

Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Γ = Γu ∪ Γσ, è íà Γσ ïî (1.32)
çàäàí âåêòîð íàïðÿæåíèé pΓ = n · σ(u, φ). Íà Γu âåëè÷èíà n · σ(u, φ)
íåèçâåñòíà, è åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò u, φ
ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû v îáðàùàëàñü â íóëü íà Γu.

Èòàê, íà ïðîåêöèîííóþ ôóíêöèþ v(x) íåîáõîäèìî íàëîæèòü îäíîðîä-
íîå êðàåâîå óñëîâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (1.31):

v = 0; x ∈ Γu . (1.47)
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Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â (1.45) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå∫
Γ
v∗ · (n · σ(u, φ)) dΓ =

∫
Γσ

v∗ · pΓ dΓ. (1.48)

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Γ = Γφ ∪ ΓD; Γφ = ΓV ∪ ΓQ;
ΓV = ∪Γφj, j ∈ JV = {0,m+ 1, ...,M}; ΓQ = ∪Γφj, j ∈ JQ = {1, 2, ...,m}; è
èìååì ôîðìóëû (1.33)�(1.36).

Íà ó÷àñòêå ΓD âåëè÷èíà n∗ ·D(u, φ) èçâåñòíà ïî (1.36) è ðàâíà (−σΓ).
Íà ΓV , àíàëîãè÷íî ìåõàíè÷åñêîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà Γu, ñëåäóåò

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðîåêöèîííàÿ ôóíêöèÿ χ îáðàùàëàñü â íóëü:

χ = 0; x ∈ Γφj, j ∈ JV . (1.49)

Íà ΓQ äîñòàòî÷íî íàëîæèòü óñëîâèå, ÷òîáû ôóíêöèÿ χ(x) ïðèíèìàëà
çíà÷åíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò x:

χ = Xj; Xj = constj; x ∈ Γφj, j ∈ JQ . (1.50)

Òîãäà, íà ó÷àñòêàõ Γφj, j ∈ JQ, çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè òîêà,
èìååì:∫

Γφj

χ(n∗ ·D(u, φ)) dΓ = Xj

∫
Γφj

n∗ ·D(u, φ) dΓ = −XjQj, j ∈ JQ.

Â ðåçóëüòàòå, ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé (1.49), (1.50) íà ïðîåêöèîí-
íóþ ôóíêöèþ χ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â (1.46) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó∫

Γ
χ(n∗ ·D(u, φ)) dΓ = −

∫
ΓD

χσΓ dΓ−
∑
j∈JQ

XjQj. (1.51)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèå èíòåãðàëû â (1.43), (1.44) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ôóíêöèîíàëû îò v è χ, èñïîëüçóÿ (1.45), (1.46), (1.48), (1.51). Ñ ó÷åòîì
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé è (1.14), (1.15), ñîîòíîøåíèÿ (1.43), (1.44) çàïèøåì â
ïî÷òè îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå

c(v,u)− e(v, φ) = L̃u(v), (1.52)

e(u, χ) + ϵ(χ, φ) = L̃φ(χ), (1.53)

ãäå

c(v,u) =

∫
Ω
(∇v)∗ : cE : ∇u dΩ =

∫
Ω
ε(v) : cE : ε(u) dΩ, (1.54)

e(v, φ) =

∫
Ω
ε(v) : e∗ · E(φ) dΩ =

∫
Ω
E∗(φ) · e : ε(v) dΩ, (1.55)
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ϵ(χ, φ) =

∫
Ω
∇χ · ϵS · ∇φdΩ =

∫
Ω
E∗(χ) · ϵS · E(φ) dΩ, (1.56)

L̃u(v) =

∫
Ω
v∗ · ρf dΩ +

∫
Γσ

v∗ · pΓ dΓ, (1.57)

L̃φ(χ) =

∫
Ω
χσΩ dΩ +

∫
ΓD

χσΓ dΓ +
∑
j∈JQ

XjQj. (1.58)

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, åñëè {u, φ} � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé
çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè, òî äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé v,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.47), è ôóíêöèé χ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.49), (1.50),
âûïîëíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.52), (1.53). Ïðè ýòîì, îäíàêî,
ôóíêöèè u, φ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåîäíîðîäíûì óñëîâèÿì (1.31),
(1.33), (1.34).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîåêöèîííûå ôóíêöèè v, χ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
îäíîðîäíûì óñëîâèÿì (1.47), (1.49), à ðåøåíèå {u, φ} óäîâëåòâîðÿåò
àíàëîãè÷íûì, íî íåîäíîðîäíûì, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.31), (1.33).
Ñíÿòü íåîäíîðîäíîñòü ýòèõ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîäáåðåì òàêèå ôóíêöèè un, φn, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåîäíîðîäíûì
óñëîâèÿì (1.31), (1.33), à òàêæå íåêîòîðûì óñëîâèÿì òèïà (1.34):

un = uΓ; x ∈ Γu , (1.59)

φn = ΦnΓj; ΦnΓj = constj = Vj; x ∈ Γφj, j ∈ JV , (1.60)

φn = ΦnΓj; ΦnΓj = constj; x ∈ Γφj, j ∈ JQ , (1.61)

ãäå ΦnΓj â (1.61) � âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå
îò x.

Ðåøåíèå {u, φ} áóäåì èñêàòü â âèäå

u = u0 + un, φ = φ0 + φn, (1.62)

ãäå òåïåðü ôóíêöèè u0 è φ0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì
óñëîâèÿì äëÿ v è χ:

u0 = 0; x ∈ Γu , (1.63)

φ0 = 0; x ∈ Γφj, j ∈ JV , (1.64)

φ0 = Φ0Γj; Φ0Γj = ΦΓj − ΦnΓj = constj; x ∈ Γφj, j ∈ JQ . (1.65)

Èñïîëüçóÿ (1.62), ïðåäñòàâèì (1.52), (1.53) êàê ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ u0 è φ0:

c(v,u0)− e(v, φ0) = Lu(v), (1.66)
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e(u0, χ) + ϵ(χ, φ0) = Lφ(χ), (1.67)

ãäå
Lu(v) = L̃u(v)− c(v,un) + e(v, φn), (1.68)

Lφ(χ) = L̃φ(χ)− e(un, χ)− ϵ(χ, φn). (1.69)

Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ, îñòàëîñü ââåñòè íåîáõîäèìûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Íà ìíîæåñòâå âåêòîð-ôóíêöèé v ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.47), ââåäåì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(v,u)H1
u
=

∫
Ω
(∇v)∗ : ∇u dΩ. (1.70)

Çàìûêàíèå äàííîãî ìíîæåñòâà â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (1.70), íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì H1

u.
Àíàëîãè÷íî, íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé χ ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.49),

(1.50), ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(χ, φ)H1
φ
=

∫
Ω
(∇χ)∗ · ∇φdΩ. (1.71)

Çàìûêàíèå äàííîãî ìíîæåñòâà â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (1.71), íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì H1

φ.
Òåïåðü íàêîíåö ìîæíî ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì èëè ñëàáûì ðåøåíèåì êðàåâîé ñòàòè÷å-
ñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé {u, φ}; u =
u0 + un; φ = φ0 + φn; u0 ∈ H1

u; φ0 ∈ H1
φ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå

óðàâíåíèé (1.66), (1.67) äëÿ ∀v ∈ H1
u; ∀χ ∈ H1

φ. Ïðè ýòîì un, φn ñ÷èòà-
þòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûìè (èçâåñòíûìè) ôóíêöèÿìè, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.59)�(1.61).

Îòìåòèì ðàçãðàíè÷åíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.63)�(1.65) (èëè (1.47), (1.49), (1.50)) âîøëè â õà-

ðàêòåðèçàöèþ ïðîñòðàíñòâ H1
u, H

1
φ, â êîòîðûõ èùåòñÿ îáîáùåííîå ðåøå-

íèå u0, χ0. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü ôóíêöèè ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Â àíàëîãè÷íîì íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå, êàê, íàïðèìåð, äëÿ
(1.31), (1.33), (1.34), áóäåì òàêæå ãîâîðèòü î ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
(êîòîðûå ìîæíî ñíÿòü ïðè ïîäáîðå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé u0 è φ0).

Êðàåâûå óñëîâèÿ (1.32), (1.35), (1.36) ó÷àñòâóþò ëèøü â ôîðìèðîâàíèè
ôóíêöèîíàëîâ L̃u(u), L̃φ(χ) â (1.57), (1.58), ò.å åñòåñòâåííûì îáðàçîì
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âõîäÿò â ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïî ýòîé ïðè÷èíå òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (1.34), (1.35), êîòîðûå äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ
â ñîâîêóïíîñòè, çäåñü îòíåñåíû ê ðàçëè÷íûì òèïàì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèíÿòàÿ êëàññèôèêàöèÿ äëÿ òàêèõ ñëîæíûõ ôîðì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óñëîâíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè ïàðà ôóíêöèé {u, φ} ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðå-
øåíèåì ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè, òî âûïîëíÿþòñÿ èíòåãðàëü-
íûå ñîîòíîøåíèÿ (1.66), (1.67) äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé v,
χ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.47), (1.49), (1.50).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
è îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, ò. å.
îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, íî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìî-
æåò íå áûòü. Äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ïî ñðàâíåíèþ
ñ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïîíèæåíû òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ â (1.54)�(1.56) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ôóíêöèè u è φ èìåëè òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â îáîáùåííîì ñìûñëå,
èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì, òîãäà êàê êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü
ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî.

Âàæíûì ïðèìåðîì, êîãäà êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âî âñåé îáëàñòè Ω íåò,
íî ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êóñî÷íî-îäíîðîäíîé
ñðåäû. Ïóñòü òåëî Ω ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 (Ω = Ω1 ∪ Ω2) ñ
ðàçëè÷íûìè îäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà êàêèå-òî èç ìîäóëåé â Ω1 è

Ω2 îòëè÷àþòñÿ, íàïðèìåð, c
E(1)
ijkl ̸= c

E(2)
ijkl , ãäå âåðõíèé èíäåêñ (1) èëè (2)

óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü ê ïîäîáëàñòè Ω1 èëè Ω2.
Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä Γ12 ïðè æåñòêîì êîíòàêòå äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè:

[u] = 0, [φ] = 0, n · [σ] = 0, n · [D] = 0, x ∈ Γ12. (1.72)

Çäåñü ÷åðåç [a] îáîçíà÷åí ñêà÷îê âåëè÷èíû âåêòîðà èëè òåíçîðà a
÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà Γ12: [a] = a2 − a1, ãäå a2 è a1 � ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ a íà Γ12 ïðè ïîäõîäå ê Γ12, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé ñòîðîí íîðìàëè n, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê Ω1.

Òîãäà, åñëè n ·σ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà Γ12,

òî â ñèëó (1.14) è íåðàâåíñòâà c
E(1)
ijkl ̸= c

E(2)
ijkl êàêèå-òî èç êîìïîíåíò òåíçîðà

äåôîðìàöèé ε äîëæíû áûòü ðàçðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïðåòåðïåâàþò ñêà÷îê, è ðåøåíèå u íå ïðèíàäëåæèò
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äàæå êëàññó C1. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ âñåé êóñî÷íî-
îäíîðîäíîé ñðåäû íå ñóùåñòâóåò. Ìåæäó òåì, îáîáùåííîå ðåøåíèå çäåñü
ñóùåñòâóåò, òàê êàê u îáëàäàåò ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè â îáîáùåííîì
ñìûñëå.

Åñòåñòâåííî, ÷òî çàäà÷è äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåä èìåþò ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ, è èõ ðåøåíèå ïðè ïðàâèëüíîé ôîð-
ìóëèðîâêå çàäà÷è äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Â ñëó÷àå ïîñòàíîâêè â ôîðìå
êðàåâîé çàäà÷è ïðè÷èíà îòñóòñòâèÿ îáû÷íîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íóæíî èñêàòü ïî îòäåëüíîñòè â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2

ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó íèìè. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(j)

áóäåò ñóùåñòâîâàòü â êàæäîé èç îáëàñòåé Ωj. Îáîáùåííîå æå ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò ñðàçó âî âñåé îáëàñòè Ω = Ω1 ∪Ω2, è â ýòîì ñìûñëå îíî áëèæå ê
ïðàêòèêå.

Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî îáîáùåííîé ïîñòàíîâêè ñîñòîèò â åå ýíåðãåòè÷å-
ñêîé ôîðìå.

Ïîä ôóíêöèÿìè v è χ ìîæíî ïîíèìàòü âàðèàöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïîëåé
ïåðåìåùåíèé u è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â
îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ïîëîæèì â (1.52),
(1.53) èëè â (1.66), (1.67) v = δu, χ = δφ.

Çàìåòèì, ÷òî δu = δu0, δφ = δφ0, ïîñêîëüêó δun = 0, δχn = 0. Â
òåðìèíàõ ìåõàíèêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âàðèàöèè äîëæíû áûòü ñîâìåñòèìû
ñ êèíåìàòè÷åñêèìè ñâÿçÿìè.

Òîãäà ñëàáóþ ïîñòàíîâêó, îñíîâàííóþ íà (1.66), (1.67) èëè íà (1.52),
(1.53), ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà èëè
êàê âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ðàáîò, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå
âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Íàïðèìåð, èç
(1.52), (1.53) èìååì:

c(δu,u)− e(δu, φ) = L̃u(δu), (1.73)

e(u, δφ) + ϵ(δφ, φ) = L̃φ(δφ). (1.74)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.73)

L̃u(δu) =

∫
Ω
(δu)∗ · ρf dΩ +

∫
Γσ

(δu)∗ · pΓ dΓ (1.75)

ÿâëÿåòñÿ ðàáîòîé ìàññîâûõ (îáúåìíûõ) è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë íà âèðòóàëü-
íûõ ïåðåìåùåíèÿõ, ò.å. âèðòóàëüíîé ðàáîòîé âíåøíèõ ñèë.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.74)

L̃φ(δφ) =

∫
Ω
δφσΩ dΩ +

∫
ΓD

δφσΓ dΓ +
∑
j∈JQ

δΦΓjQj (1.76)
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ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîé ðàáîòîé çàðÿäîâ íà âèðòóàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåíöèàëàõ.

Ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.73)

c(δu,u)− e(δu, φ) =

∫
Ω
ε(δu) : σ(u, φ) dΩ (1.77)

ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì ðàáîòû äåôîðìàöèé, âûçâàííûõ âèðòóàëüíûì
ïåðåìåùåíèåì δu, à ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (1.74)

e(u, δφ) + ϵ(δφ, φ) =

∫
Ω
E(δφ) ·D(u, φ) dΩ (1.78)

åñòü ïðèðàùåíèå ðàáîòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âûçâàííîãî âèðòóàëüíûì
ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì δφ.

Òàêèì îáðàçîì, ïî (1.75)�(1.78) ñîîòíîøåíèÿ (1.73), (1.74) îïðåäåëÿþò
ðàâåíñòâà âèðòóàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ðàáîò âíåøíèõ ñèë
ïðèðàùåíèÿì ðàáîò âèðòóàëüíûõ äåôîðìàöèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Åñëè èç ñîîòíîøåíèÿ (1.73) âû÷åñòü (1.74), òî ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèà-
öèîííûé ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè âèðòóàëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ýíòàëüïèè

δH(u, φ) = δ[L̃u(u)− L̃φ(φ)], (1.79)

ãäå

H(u, φ) =
1

2
c(u,u)− e(u, φ)− 1

2
ϵ(φ, φ) =

1

2

∫
Ω
(ε : σ − E∗ ·D) dΩ (1.80)

åñòü ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíòàëüïèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíòàëüïèÿ íå ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé

ýíåðãèåé

U(u, φ) =
1

2
c(u,u) +

1

2
ϵ(φ, φ) =

1

2

∫
Ω
(ε : σ + E∗ ·D) dΩ (1.81)

è ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíòàëüïèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ôîðìîé ïî u è φ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (1.79) ñëåäóåò òîëüêî
ñòàöèîíàðíîñòü ôóíêöèîíàëà

Πe(u, φ) = H(u, φ)− L̃u(u) + L̃φ(φ) (1.82)

íà èñòèííûõ ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.
Ñâîéñòâ ìèíèìàëüíîñòè çäåñü íåò, îäíàêî îñíîâíûå ôîðìû c(u,u) è

ϵ(φ, φ) ñèììåòðè÷íû è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû.
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Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íîðìû

∥v∥2W1
2
=

∫
Ω
[v∗ · v + (∇v)∗ : ∇v] dΩ, ∥v∥2H1

u
=

∫
Ω
(∇v)∗ : ∇v dΩ,

∥v∥2c =
∫
Ω
ε(v) : cE : ε(v) dΩ

ýêâèâàëåíòû â H1
u. Çäåñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì

èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
óïðóãîñòè � íåðàâåíñòâî Êîðíà [24]. Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì òàêæå
ñóùåñòâåííî, ÷òîáû â âûáðàííîì ïðîñòðàíñòâå èñêëþ÷àëèñü äâèæåíèÿ
òåëà êàê òâåðäîãî öåëîãî, ÷òî è áûëî ïðèíÿòî äëÿ H1

u.
Àíàëîãè÷íî, â H1

φ ýêâèâàëåíòíû íîðìû

∥χ∥2W1
2
=

∫
Ω
[χ2 + (∇χ)∗ · ∇χ] dΩ, ∥χ∥2H1

φ
=

∫
Ω
(∇χ)∗ · ∇χdΩ,

∥χ∥2ϵ =
∫
Ω
E∗(χ) · ϵS · E(χ) dΩ.

Ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôîðì c(u,u) è ϵ(φ, φ) âàæíû
êàê â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå, òàê è ïðè îáîñíîâàíèè ïðèìåíÿåìûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ñëàáûå ïîñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ êàê óäîáíûì èíñòðóìåí-
òîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, òàê è áàçîé äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà àïïðîêñèìà-
öèÿõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Îáîáùåííûå ôîðìóëèðîâêè ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ ñ ó÷åòîì äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ. Çäåñü àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå

ρ(v, ü0) + d(v, u̇0) + c(v,u0)− e(v, φ0) = Lu(v), (1.83)

e(u0, χ) + ϵ(χ, φ0) = Lφ(χ), (1.84)

ãäå

ρ(v,u) =

∫
Ω
ρv∗ · u dΩ, d(v,u) = αdρ(v,u) + βdc(v,u), (1.85)

Lu(v) = L̃u(v)− ρ(v, ün)− d(v, u̇n)− c(v,un) + e(v, φn), (1.86)

Lφ(χ) = L̃φ(χ)− e(un, χ)− ϵ(χ, φn). (1.87)
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Ê ýòîé ñèñòåìå íàäî åùå ïðèñîâîêóïèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.37),
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëàáîé ôîðìå

(v,u0(x,+0)) = (v,usn), (v, u̇0(x,+0)) = (v,vsn), (1.88)

ãäå (v,u) =
∫
Ω v

∗ · u dΩ � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2; usn =
us − un(x,+0); vsn = vs − u̇n(x,+0).

Çäåñü ñîîòíîøåíèÿ (1.83)�(1.87) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè t ∈ (0, T ) äëÿ
ëþáûõ v ∈ H1

u, χ ∈ H1
φ. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ {u = u0+un, φ = φ0+φn}

ïåðåìåùåíèÿ u0 äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó Qu, à ýëåêòðè÷åñêèé
ïîòåíöèàë φ0 � ïðîñòðàíñòâó Qφ:

Qu = L2(0, T ; H1
u), Qφ = L2(0, T ; H1

φ), (1.89)

ãäå äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X ñ íîðìîé ||.||X ÷åðåç L2(0, T ; X)
îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî (êëàññîâ) ôóíêöèé t→ f(t) èç [0, T ] â X è òàêèõ,
÷òî

(

∫ T

0
||f(t)||2X dt)1/2 = ||f ||L2(0,T ; X) <∞.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ôîðìå (1.83), (1.84) òàêæå èìååò ýíåðãåòè÷åñêèé
ñìûñë ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ðàáîò, àíàëîãè÷íûé ñëó÷àþ ñòàòèêè,
ðàññìîòðåííîìó ðàíåå. Êàê è â òåîðèè óïðóãîñòè, ôîðìà ρ(v, ü) ÿâëÿåòñÿ
âèðòóàëüíîé ñèëîé èíåðöèè, âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Îáîáùåííàÿ èëè ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðó-
ãîñòè â ôîðìå (1.83)�(1.88) ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëóäèñ-
êðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé ìåòîäà Ãàëåðêèíà (Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà), êîòî-
ðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

1.3.3. Ïîëóäèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷àõ ýëåêòðîóïðó-
ãîñòè

Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé îñòàëñÿ îòêðûòûì â ï.1.3.2, ñîñòîèò â òîì,
êàê íàõîäèòü ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè. Â îñíîâå îáùåãî
ïîäõîäà, íàçûâàåìîãî ìåòîäîì Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà, ëåæèò èäåÿ î ïîèñêå
ðåøåíèé äëÿ ñëàáûõ ïîñòàíîâîê â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè ñî ñëàáûìè
ïîñòàíîâêàìè (1.83), (1.84), ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèíöèïó âèðòóàëüíûõ
ðàáîò, èùóòñÿ ïîëóäèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè uh0 ≈ u0, φh0 ≈ φ0 â ôîðìå

uh0 = N∗
u(x) ·U(t), φh0 = N∗

φ(x) ·Φ(t), (1.90)
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ãäå U(t), Φ(t) � âåêòîðû êîíñòàíò (çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè) àïïðîêñèìà-
öèé, N∗

u(x) � ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ uh0, N
∗
φ(x) � âåêòîð-ñòðîêà

áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ φh0.
Äàííûå ïðèáëèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîëóäèñêðåòíûìè ïî òîé ïðè÷èíå,

÷òî äèñêðåòèçàöèè çäåñü îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì, à ïî âðåìåíè â (1.90) àïïðîêñèìàöèé íåò.

Åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè Ns(x) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òðåõ (â ñëó÷àå
çàäà÷è â R3) êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé uh0j, j = 1, 2, 3, è ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà φh0, òî ìàòðèöà N∗

u(x) è âåêòîð-ñòðîêà N∗
φ(x) èìåþò âèä

N∗
u(x) =

 N1(x) 0 0 ... Nn(x) 0 0
0 N1(x) 0 ... 0 Nn(x) 0
0 0 N1(x) ... 0 0 Nn(x)

 , (1.91)

N∗
φ(x) = ⌊N1(x), N2(x), ..., Nn(x)⌋, (1.92)

ãäå n � êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ àïïðîêñèìàöèé îäíîé èç
êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé èëè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Áàçèñíûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáëàäàòü
ñâîéñòâîì ïîëíîòû â H1

u, H
1
φ. Åñòåñòâåííî, ÷òî îíè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè,

à âåêòîðû U(t), Φ(t) â (1.90) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
ýëåêòðîóïðóãîñòè â ñëàáîé ôîðìå.

Ïðîáíûå ôóíêöèè v(x) è χ(x) áóäåì áðàòü èç òåõ æå êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ

v = N∗
u(x) · δU, χ = N∗

φ(x) · δΦ, (1.93)

ãäå δU, δΦ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, íàïðèìåð, ñîäåðæàùèå åäèíèöó â
îäíîé ïîçèöèè è íóëü � âî âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïîäñòàíîâêà (1.90), (1.93) â ñëàáóþ ïîñòàíîâêó (1.83), (1.84) ñ ó÷åòîì
(1.54)�(1.58), (1.85)�(1.87) äàåò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

δU∗ · (Muu · Ü+Cuu · U̇+Kuu ·U+Kuφ ·Φ) = δU∗ · Fu, (1.94)

δΦ∗ · (−K∗
uφ ·U+Kφφ ·Φ) = δΦ∗ · Fφ. (1.95)

Çäåñü

Muu =

∫
Ω
ρNu ·N∗

u dΩ, Cuu = αdMuu + βdKuu,

Kuu =

∫
Ω
B∗
u : c

E : Bu dΩ, Bu = ∇N∗
u,

Kuφ =

∫
Ω
B∗
u : e

∗ ·Bφ dΩ, Bφ = ∇N∗
φ, (1.96)
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Kφφ =

∫
Ω
B∗
φ · ϵS ·Bφ dΩ,

Fu = F̃u −
∫
Ω
ρNu · ün dΩ− αd

∫
Ω
ρNu · u̇n dΩ−

−
∫
Ω
B∗
u : c

E : (∇un + βd∇u̇n) dΩ−
∫
Ω
B∗
u : e

∗ · ∇φn dΩ,

F̃u =

∫
Ω
Nu · ρf dΩ +

∫
Γσ

Nu · pΓ dΓ,

Fφ = F̃φ +

∫
Ω
B∗
φ · e : ∇un dΩ−

∫
Ω
B∗
φ · ϵS · ∇φn dΩ,

F̃φ =

∫
Ω
NφσΩ dΩ +

∫
ΓD

NφσΓ dΓ +
∑
j∈JQ

Nφ|Γφj
Qj.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ìàòðèö â (1.96) îòðàæàåò îïðåäåëåííûå
ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òåëà: Muu � ìàññó èëè ïëîòíîñòü,
Cuu � äåìïôèðîâàíèå, Kuu � æåñòêîñòü, Kuφ � ïüåçîýôôåêò, Kφφ �
äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü.

Äàëåå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðîâ δU, δΦ, èç (1.94), (1.95)
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ñèñòåìó

Muu · Ü+Cuu · U̇+Kuu ·U+Kuφ ·Φ = Fu, (1.97)

−K∗
uφ ·U+Kφφ ·Φ = Fφ. (1.98)

Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñèñòåìà (1.97), (1.98) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìå-
íè. Ê íåé íóæíî äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü
èç (1.37) èëè èç (1.88) è ïðåäñòàâëåíèé (1.90), (1.93). Â èòîãå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ â äèñêðåòíîé ôîðìå áóäóò èìåòü âèä:

U(0) = Usn, U̇(0) = Vsn, (1.99)

ãäå Usn, Vsn � èçâåñòíûå âåêòîðû, ïîëó÷åííûå èç íà÷àëüíûõ äàííûõ
usn(x), vsn(x) ïðè èõ àïïðîêñèìàöèÿõ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè (1.97)�(1.99) ìîæíî ó÷åñòü îñî-
áåííîñòè ñèñòåìû (1.97), (1.98), ñîñòîÿùèå â âîçìîæíîñòè ðåäóöèðîâàíèÿ
âåêòîðàΦ. Äåéñòâèòåëüíî, íàõîäÿΦ èç (1.98) è ïîäñòàâëÿÿ â (1.97), èìååì:

Φ = K−1
φφ ·K∗

uφ ·U+K−1
φφ · Fφ, (1.100)

Muu · Ü+Cuu · U̇+Kuu ·U = Fu, (1.101)
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ãäå
Kuu = Kuu +Kuφ ·K−1

φφ ·K∗
uφ, (1.102)

Fu = Fu −Kuφ ·K−1
φφ · Fφ. (1.103)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàäà÷ó (1.101), (1.99) òîëüêî îòíîñèòåëüíî âåê-
òîðà U ñ ñèììåòðè÷íîé è ïî ìåíüøåé ìåðå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöåé Kuu. Ýòà çàäà÷à èìååò ïî÷òè òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è äëÿ ÷èñòî
óïðóãîé ñðåäû. Îòëè÷èå ñîñòîèò â íàëè÷èè îáðàòíîé ìàòðèöû K−1

φφ. Åñëè
ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðàçðåæåííûõ ìàòðèöàõ Muu,
Kuu, Kuφ, Kφφ èñïîëüçîâàòü òåõíèêó ðàçðåæåííûõ ìàòðèö [21], òî ôîðìè-
ðîâàòü ìàòðèöó K−1

φφ â ÿâíîì âèäå êðàéíå íåæåëàòåëüíî, òàê êàê ìàòðèöà,
îáðàòíàÿ ê ðàçðåæåííîé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàïîëíåíà. Ïîýòîìó ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ Kuφ ·Φ íóæíî êàæäûé ðàç ðåøàòü ñèñòå-
ìó (1.98) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî Φ è
ïîäñòàâëÿòü ðåçóëüòàò â (1.97).

1.3.4. Îáçîð îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè

Ïîäâåäåì èòîã ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè.
Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè âêëþ÷àþò ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ
(áåç ó÷åòà ñâÿçíîñòè � ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà) è óðàâíåíèÿ êâàçèýëåêòðî-
ñòàòèêè (áåç ó÷åòà ñâÿçíîñòè � ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà). Ïîýòîìó â ñîâîêóï-
íîñòè ïîðÿäêè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè â óðàâíåíèÿõ ëèíåéíîé
äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè ðàçëè÷àþòñÿ.

Êðàåâûå è íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ íåñòàíäàðòíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îñîáåííî, äëÿ
ýëåêòðîäîâ, çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè òîêîâ. Ïðè ýòîì íà îòäåëüíûõ
ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ, çàïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè íàïðÿæå-
íèé, ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë äîëæåí ïðèíèìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ
äëÿ âñåõ òî÷åê ýëåêòðîäà, è ýòè çíà÷åíèÿ èçâåñòíû. Íà ýëåêòðîäàõ, çà-
ïèòûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè òîêîâ, ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë òàêæå äîëæåí
áûòü îäèíàêîâ íà êàæäîì ó÷àñòêå, íî ýòè çíà÷åíèÿ íå èçâåñòíû, è äëÿ èõ
íàõîæäåíèÿ çàäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþ-
ùèå ñóììàðíûå çàðÿäû íà ýëåêòðîäàõ.

Îáîáùåííûå èëè ñëàáûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, ïîëó÷åí-
íûå â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿò ê âàðèàöèîííî-
ìó ïðèíöèïó ñòàöèîíàðíîñòè ýëåêòðè÷åñêîé ýíòàëüïèè (áåç ñâîéñòâà ìè-
íèìàëüíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè íå èìååòñÿ
îáû÷íîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ðàáîò ñ âàðüèðîâàíèåì
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ïîëåé ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèâîäÿùåãî ê ìèíèìó-
ìó ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Íå ñîâñåì îáû÷íû è ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà H1
φ, â êîòîðûõ

îïðåäåëÿþòñÿ ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà
H1
φ ôóíêöèè äîëæíû ïðèíèìàòü ñòàöèîíàðíûå (íå çàâèñÿùèå îò x),

íî ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ Γφj, çàïèòûâàåìûõ
ãåíåðàòîðàìè òîêà. Ñòàíäàðòíî, êàê, íàïðèìåð, äëÿ H1

u ñòàâÿòñÿ ëèøü
îãðàíè÷åíèÿ îäíîðîäíîñòè äëÿ ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (u = 0; x ∈
Γu). Çäåñü æå ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü è íåîäíîðîäíûìè.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïî ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà ñòàòè÷åñêèõ
çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåùåíèé è ïîòåíöèàëîâ ñ îáùåé ìàòðèöåé, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ìàòðèöå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïðèäàòü ñòðóê-
òóðó êâàçèîïðåäåëåííîé ìàòðèöû (ìàòðèöû äëÿ çàäà÷ ñ ñåäëîâîé òî÷êîé)
ñèììåòðè÷íîãî âèäà [4, 26]:

K =

[
Kuu Kuφ

K∗
uφ −Kφφ

]
.

Ïðè ðåäóêöèè çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, ïîõîæèå íà óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà
(äëÿ ÷èñòî óïðóãîé ñðåäû). Ïðè ýòîì íàëè÷èå ïüåçîýôôåêòà ëèøü
óâåëè÷èâàåò ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè,
ò.å. Kuu ≥ Kuu, ïîñêîëüêó Kuu −Kuu = Kuφ ·K−1

φφ ·K∗
uφ � íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå íåðàâåíñòâà A > B è A ≥ B äëÿ ìàòðèö

îçíà÷àþò, ÷òî ìàòðèöà A − B ïîëîæèòåëüíî èëè íåîòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåíà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ìàòðèöû A áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå A > 0, à óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè � â âèäå A ≥ 0.

Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ñïåöèàëüíûå
íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò [13]: ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ frj è
÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ faj.

Êàê ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ frj, òàê è ÷àñòîòû ýëåêòðè÷å-
ñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ faj ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè, êîëåáàíèÿ íà
êîòîðûõ ìîæíî ýôôåêòèâíî âîçáóäèòü ïðè ýëåêòðè÷åñêèõ âíåøíèõ âîç-
äåéñòâèÿõ, èçìåíÿþùèõñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Ýòè âíåøíèå âîç-
äåéñòâèÿ îòëè÷àþòñÿ äëÿ ÷àñòîò frj è faj.

Äëÿ ïîèñêà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî (ýëåêòðîóïðóãîãî)
òåëà íóæíî ðàññìàòðèâàòü ðåæèìû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé U =
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Ũ exp(iωt), Φ = Φ̃ exp(iωt) ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω (ω = f/2π). Êðîìå
òîãî, äëÿ ïîèñêà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîðîäíûå çàäà÷è
ñ Fu = 0, Fφ = 0 ïðè îòñóòñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ, ò.å. ïðè Cuu = 0. Òîãäà
èç (1.97), (1.98) ïîëó÷àåòñÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Kuu ·U+Kuφ ·Φ = ω2Muu ·U, (1.104)

−K∗
uφ ·U+Kφφ ·Φ = 0, (1.105)

ãäå çíàê ¾̃ ¿ ó àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé Ũ, Φ̃ îïóùåí.
Ïðè ýòîì â (1.104), (1.105) ìàòðèöûKuφ,Kφφ äëÿ ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ

ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ îòëè÷àþòñÿ. Ðàçëè÷èå â çàäà÷àõ î ïîèñêå
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäà÷è î ïîèñêå ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ
íåêîòîðûå ýëåêòðîäû Γφj ñ÷èòàþòñÿ êîðîòêîçàìêíóòûìè (φ = 0, x ∈
Γφj), à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ î ïîèñêå ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ
àíòèðåçîíàíñîâ ýòè ýëåêòðîäû ñ÷èòàþòñÿ ñâîáîäíûìè (φ = ΦΓj, x ∈
Γφj;

∫
Γφj

n · D dΓ = 0). Òàêèì îáðàçîì, â äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ýëåêòðè÷åñêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íåêîòîðûõ (íå íà âñåõ!) ýëåêòðîäèðîâàííûõ
ïîâåðõíîñòÿõ Γφj.

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îòëè÷èå ñîñòîèò â ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðå ìàòðèöKuφ

è Kφφ. Åñëè äëÿ çàäà÷è î ïîèñêå ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ
ìàòðèöû Kuφ, Kφφ è âåêòîð Φ ïðåäñòàâèòü â áëî÷íûõ ôîðìàõ

Kuφ =
[
Kc
uφ, Ks

uφ

]
, Kφφ =

[
Kc
φφ Kcs

φφ

Kcs∗
φφ Ks

φφ

]
, Φ =

{
Φc

Φs

}
, (1.106)

òî äëÿ çàäà÷è î ïîèñêå ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ìàòðèöû Kuφ,
Kφφ è âåêòîð Φ áóäóò èìåòü âèä:

Kuφ = Kc
uφ, Kφφ = Kc

φφ, Φ = Φc. (1.107)

Çäåñü â âåêòîðå Φ â (1.106) âûäåëåíû îòäåëüíî ñòåïåíè ñâîáîäû Φs, äëÿ
êîòîðûõ ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ñóììàðíûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîäàõ
ðàâíû íóëþ, à ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ Φs = 0.

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðå-
çîíàíñîâ òðåáóåòñÿ ðåøàòü äâà ðàçà çàäà÷è (1.104), (1.105) ñ ðàçëè÷íûìè
ìàòðèöàìè Kuφ, Kφφ è âåêòîðîì Φ â ôîðìàõ (1.106) è (1.107).

Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ çàäà÷è (1.104)�(1.106) ÷åðåç ωaj,
à ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ çàäà÷è (1.104), (1.105), (1.107) � ÷åðåç ωrj.
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöûMuu (çàäà÷à
1.20) è ïî ìåíüøåé ìåðå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Kuu

(çàäà÷à 1.24) âñå ýòè ÷àñòîòû âåùåñòâåííû è ìîãóò áûòü âûáðàíû
íåîòðèöàòåëüíûìè.

Åñëè çàíóìåðîâàòü ÷àñòîòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî ìîæíî ïîêàçàòü
[2], ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ωrj ≤ ωaj; j = 1, 2, ...,m, (1.108)

ãäå m � ïîðÿäîê ìàòðèöû Muu èëè Kuu.

Äëÿ ïðàêòèêè âàæíóþ ðîëü èãðàåò äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè (ÊÝÌÑ) kdj äëÿ j-îé ÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé

k2dj =
ω2
aj − ω2

rj

ω2
aj

. (1.109)

Äèíàìè÷åñêèé ÊÝÌÑ îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýíåðãèè íà j-îé ìîäå êîëåáàíèé. Åñòåñòâåííî, åñëè kdj îòëè÷åí îò íóëÿ,
òî ωrj ̸= ωaj, è èìåííî òàêèå ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêè àêòèâíûå. (Íåêîòîðûå
ìîäû êîëåáàíèé ìîãóò áûòü ÷èñòî óïðóãèìè, è äëÿ íèõ ωrj = ωaj.)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àíàëèçà ðàáîòû ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ
â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ÷àñòî òðåáóåòñÿ íàõîäèòü ÷àñòîòû
ωrj, ωaj, ðåøàÿ äâà ðàçà íåìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ îáîáùåííûå çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è ïðè ýòîì íàõîäèòü èìåííî òå ÷àñòîòû,
äëÿ êîòîðûõ ωrj è ωaj îòëè÷àþòñÿ. Äàííûé òèï çàäà÷ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà ðåàëüíûõ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òåëà, ñîñòàâëåííûå èç
íàáîðà óïðóãèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîäîáëàñòåé (íàïðèìåð, ïüåçîèç-
ëó÷àòåëü â êîðïóñå). Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ óñòðîéñòâ, íàïðèìåð,
äëÿ âñòðå÷íîøòûðåâûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ
âîëíàõ, íóæíî ó÷èòûâàòü êîíòàêò ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ñî âíåøíåé
ñðåäîé (íàïðèìåð, âîçäóõîì). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èìååì ñîñòàâíûå çàäà÷è
äëÿ ìíîãîñëîéíîé ñðåäû Ω = ∪Ωk ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îäíè îáëàñòè Ωk = Ωp

k ìîãóò áûòü ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèìè, äðóãèå îáëàñòè Ωk = Ωe

k � óïðóãèìè, à îñòàëüíûå îáëàñòè
Ωk = Ωd

k � äèýëåêòðè÷åñêèìè. Äëÿ óïðóãèõ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåìè æå ìîäåëÿìè ýëåêòðîóïðóãîñòè ïðè êîýôôèöè-
åíòàõ ñâÿçíîñòè e, ðàâíûìè íóëþ, è ïðèìåíÿòü ëèáî ìåõàíè÷åñêóþ, ëèáî
äèýëåêòðè÷åñêóþ ÷àñòè ìîäåëè. Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (íåïðåðûâíîñòü u,
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n ·σ, φ, n ·D ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà) áóäóò òîãäà åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âõîäèòü â îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Ïðè ýòîì ÷èñëåí-
íûå àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ñîñòàâíûõ òåë ñ
ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè áóäóò èìåòü îñîáåííîñòè,
ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ñðåä ñ ðàçíûìè ïîëåâûìè ôóíêöèÿìè (u, φ � äëÿ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä, u � äëÿ óïðóãèõ, φ � äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ).
Íóæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî âíåøíèå äèýëåêòðè÷åñêèå ñðåäû (îêðóæàþ-
ùàÿ âîçäóøíàÿ ñðåäà) ìîãóò áûòü ñèëüíî ïðîòÿæåííûìè è ìîäåëèðîâàòü-
ñÿ íåîãðàíè÷åííûìè îáëàñòÿìè. Òîãäà äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ äèýëåêòðè÷å-
ñêèõ ñðåä íóæíû óñëîâèÿ ïîâåäåíèÿ ïîëÿ φ íà áåñêîíå÷íîñòè, è íóæíî
èìåòü â àðñåíàëå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ áåñêîíå÷íûõ îá-
ëàñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè èìåþò ðÿä ñóùåñòâåííûõ
îñîáåííîñòåé, âûçâàííûõ êàê îñîáåííîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
òàê è ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè ðàñ÷åòà ðåàëüíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ.

1.4. Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè

Â çàäà÷àõ òåðìîóïðóãîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçàííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ
è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé. ×òî êàñàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòè, òî çäåñü èìååò-
ñÿ ìíîãî îáùåãî ñ îáû÷íîé òåîðèåé óïðóãîñòè è ñ óæå ðàññìîòðåííîé ðàíåå
òåîðèåé ýëåêòðîóïðóãîñòè. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé êâàçèýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðè-
êîâ. Ïî òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, èç êîòîðîé
îòìåòèì áàçîâûå ìîíîãðàôèè Â. Íîâàöêîãî [14, 15].

1.4.1. Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè

Ïóñòü òåðìîóïðóãîå òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω.
Ñîñòîÿíèå òåëà õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ïåðåìåùåíèé u = u(x, t) è
èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ θ = θ(x, t). Ôóíêöèÿ θ(x, t) îïèñûâàåò
ïðèðîñò òåìïåðàòóðû T (x, t) îò åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ T0: θ = T − T0.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè âêëþ÷àåò ñëåäóþùóþ
ãðóïïó óðàâíåíèé.

Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿò èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû,
èäåíòè÷íûõ (1.23)

∇ · σ + ρ f = ρü, (1.110)
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è ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè

T0Ṡ +∇ · q = W. (1.111)

Çäåñü äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðèíÿòû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è
â òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè â ðàçäåëå 1.3 (ρ � ïëîòíîñòü; σ � òåíçîð
íàïðÿæåíèé âòîðîãî ðàíãà; f � âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë), à òàêæå
ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òåïëîâûõ âåëè÷èí: S � ïëîòíîñòü
ýíòðîïèè, îò÷èòûâàåìîé îò åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ; q � âåêòîð ïîòîêà
òåïëà; W = W (x, t) � èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçûâàþò íàïðÿæåíèÿ σ è ýíòðîïèþ S
ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèé ε è ïîëåì òåìïåðàòóð θ. Äëÿ ëèíåéíîé ñðåäû
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

σ = c : ε− γθ, (1.112)

S = γ : ε+
ρcε
T0
θ, (1.113)

ãäå c � ïîëóñèììåòðè÷íûé òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà;
γ � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé
âòîðîãî ðàíãà; cε � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè.

Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîòîêîâûå âåëè÷èíû ε è q ñ
ïîëåâûìè ôóíêöèÿìè u è θ èìåþò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

ε = (∇u+∇u∗)/2, (1.114)

q = −k · ∇θ, (1.115)

ãäå k � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòåé.
Ôîðìóëà (1.115) âûðàæàåò çàêîí Ôóðüå äëÿ òåïëîïðîâîäíîé ñðåäû.

Òåíçîð k â (1.115) äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì:

kij = kji; ∃αk > 0 : ∀a a∗ · k · a ≥ αka
∗ · a.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè
äàåòñÿ ôîðìóëàìè (1.110)�(1.115). Åñëè ïðåäñòàâèòü ýòè óðàâíåíèÿ êàê
ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé u è ïðèðîñòà òåìïåðàòóð
θ, òî áóäåì èìåòü:

ρü−∇ · (c : ∇u− γθ) = ρ f , (1.116)

ρcεθ̇ + T0γ : ∇u̇−∇ · (k · ∇θ) = W, (1.117)

èëè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè

ρui,tt − (cijkluk,l − γijθ),j = ρ fi, i = 1, 2, 3, (1.118)
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ρcεθ,t + T0γijui,jt − (kijθ,j),i = W. (1.119)

Êàê âèäíî, ñâÿçíîñòü ìåõàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé îïðåäåëÿ-
åòñÿ òåíçîðîì òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé γ. Åñëè γ = 0, òî (1.116) åñòü
ïðîñòî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, à (1.117) �
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåîðèè
óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè � ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ðàçëè÷íûé ïîðÿäîê ñòàðøèõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî âðåìåíè ñîõðàíÿåòñÿ è â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé: â (1.116)
� âòîðîé, à â (1.117) � ïåðâûé.

Ê ñèñòåìå (1.116), (1.117) èëè (1.118), (1.119) íóæíî ïðèñîâîêóïèòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå çäåñü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ìåõàíè÷åñêèå è
òåïëîâûå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ìåõàíè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåì òåìè æå, ÷òî è â ðàçäåëå 1.3
äëÿ ýëåêòðîóïðóãîãî òåëà (Γ = Γu ∪ Γσ):

u = uΓ; x ∈ Γu , (1.120)

p = n · σ; p = pΓ; x ∈ Γσ , (1.121)

ãäå ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë èñïîëüçóåìûõ âåëè÷èí òîò æå, ÷òî è äëÿ (1.31),
(1.32).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåìïåðàòóðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðàíèöà Γ ðàçáèòà íà òðè ÷àñòè Γθ, Γq è Γc: Γ = Γθ ∪ Γq ∪ Γc.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà Γθ çàäàíà òåìïåðàòóðà θΓ(x, t):

θ = θΓ; x ∈ Γθ . (1.122)

Íà Γq çàäàäèì òåïëîâîé ïîòîê èëè, áîëåå òî÷íî, ïîâåðõíîñòíóþ
ïëîòíîñòü ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ òåïëîòû qΓ(x, t):

n∗ · q = −qΓ; x ∈ Γq . (1.123)

Íàêîíåö, íà ó÷àñòêå Γc çàäàäèì óñëîâèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ
âíåøíåé ñðåäîé:

n∗ · q = −hf(θb − θ); x ∈ Γc , (1.124)

ãäå hf � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà èëè êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è íà
ãðàíèöå (hf > 0), θb � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé âíåøíåé ñðåäû.

Ïî (1.122)�(1.124) èìååì òðè òèïà òåïëîâûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Óñëîâèå
(1.122) åñòü óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà, óñëîâèå òèïà Äèðèõëå èëè ãëàâíîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå; óñëîâèå (1.123) � óñëîâèå âòîðîãî ðîäà, óñëîâèå òèïà
Íåéìàíà èëè åñòåñòâåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå; à óñëîâèå (1.124) � óñëîâèå
òðåòüåãî ðîäà.
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.122)�(1.124) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè êàê â çàäà÷àõ
òåïëîïðîâîäíîñòè, òàê è áîëåå îáùèõ çàäà÷àõ òåðìîóïðóãîñòè. Ïîìèìî
ýòèõ óñëîâèé âîçìîæíû è äðóãèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, íåëèíåé-
íîå óñëîâèå ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà ïî çàêîíó Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà è äð.
Íàèáîëåå ÷àñòî, îäíàêî, âñòðå÷àþòñÿ èìåííî óñëîâèÿ (1.122)�(1.124), êî-
òîðûìè çäåñü è îãðàíè÷èìñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà õàðàêòåðíû èìåííî äëÿ çàäà÷
òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîóïðóãîñòè. Ýòè óñëîâèÿ íîñÿò ïðèçíàêè êàê
óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà (ïðè áîëüøèõ hf èç (1.122) èìååì θ − θb = h−1

f n∗ ·
q ≈ 0), òàê è óñëîâèé âòîðîãî ðîäà (ïðè ìàëûõ hf (1.122) ìîæåò áûòü
àïïðîêñèìèðîâàíî óñëîâèåì n∗ · q = 0).

Åñëè äëÿ óïðóãîãî òåëà áîëüøàÿ ÷àñòü ãðàíèöû îáû÷íî åñòü Γσ
ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà, ò.å. áîëüøàÿ ÷àñòü ãðàíèöû Γσ
ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé pΓ, òî äëÿ òåïëîâûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé îäíîðîäíûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà (qΓ = 0 â (1.123))
îçíà÷àþò òåïëîèçîëèðîâàííóþ ãðàíèöó. Ñëó÷àé òåïëîèçîëèðîâàííîé
ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ áîëüøåé àáñòðàêöèåé, ÷åì óñëîâèå êîíâåêòèâíîãî
òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ò. å. ÷åì óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà.

Â ñëó÷àå íåóñòàíîâèâøèõñÿ ïðîöåññîâ ïîìèìî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íåîáõîäèìû åùå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Çäåñü, êðîìå çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ òåëà us(x) è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè vs(x), íóæíî îïðåäåëèòü åùå
è íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó θs(x):

u = us, u̇ = vs, θ = θs; x ∈ Ω, t = +0. (1.125)

Èòàê, îáû÷íàÿ èëè êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåð-
ìîóïðóãîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âêëþ÷àåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (1.116), (1.117), êðàåâûå óñëîâèÿ (1.120)�(1.124) è íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ (1.125).

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íåò; u = u(x), θ = θ(x);
âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (1.116), (1.117) ïðèíèìàåò âèä:

−∇ · (c : ∇u− γθ) = ρ f , (1.126)

−∇ · (k · ∇θ) = W. (1.127)

Êàê âèäíî èç (1.126), (1.127), â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èìååì ÷àñòè÷íóþ
ñâÿçàííîñòü ïîëåé: ïîëå ïåðåìåùåíèé u çàâèñèò îò θ, íî äëÿ ïîëÿ
òåìïåðàòóð θ èìååì íåñâÿçàííóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè (1.127),
(1.122)�(1.124).
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Äðóãîé âàðèàíò òåðìîóïðóãîé çàäà÷è ñ ÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ äàåòñÿ
òåîðèåé òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé [14, 15]. Â ýòîé òåîðèè â óðàâíåíèè
(1.117) äëÿ ïîëÿ òåìïåðàòóð ïðåíåáðåãàþò ñâÿçàííîñòüþ ïîëåé, îïóñêàÿ
÷ëåí T0γ : ∇u̇, îäíàêî äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ
äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.116). Â èòîãå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ òåîðèè
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé èìåþò âèä:

∇ · σ + ρ f = ρü, σ = c : ε− γθ, (1.128)

ρcεθ̇ +∇ · q = W, q = −k · ∇θ. (1.129)

Îáîñíîâàíèåì ïåðåõîäà îò ñèñòåìû (1.116), (1.117) ê (1.128), (1.129)
ñëóæàò äàííûå ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòîâ è àíàëèç êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
ïðè íàäëåæàùåì îáåçðàçìåðèâàíèè çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè.

Èòàê, êàê óðàâíåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé (1.128), (1.129), òàê
è óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òåðìîóïðóãîñòè (1.126), (1.127) äàþò çàäà÷è ñ
÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ ïîëåé.

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Äëÿ çàäà÷ ñâÿçàííîé
òåðìîóïðóãîñòè (1.116), (1.117), (1.120)�(1.125) íàëè÷èå ÷ëåíà T0γ :
∇u̇ ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïåðåìåùåíèé ïðèâîäèò ê
äèññèïàöèè ýíåðãèè, è äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò äåìïôèðîâàíèÿ â ýòîé
çàäà÷å íå îñîáåííî âàæåí. Ìåæäó òåì, â ÷àñòè÷íî ñâÿçàííîé çàäà÷å î
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèÿõ äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé äåìïôèðîâàíèÿ
íåò, è ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü ñïîñîá ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ,
àíàëîãè÷íî ïðîäåëàííîìó â ðàçäåëå 1.3.1 äëÿ çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè.
Èìåííî, âìåñòî (1.128) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ

∇ · σ + ρ f = ρü+ αdρu̇, σ = c : (ε+ βdε̇)− γθ (1.130)

ñ êîýôôèöèåíòàìè äåìïôèðîâàíèÿ αd ≥ 0, βd ≥ 0. Îòíîñèòåëüíî
íåäîñòàòêîâ è ïðåèìóùåñòâ ýòîãî ñïîñîáà çäåñü ìîæíî ïîâòîðèòü òå æå
ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ðàçäåëå 1.3.1.

1.4.2. Îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè

Ñëåäóÿ ñõåìå, èçëîæåííîé â ðàçäåëå 1.3.2, ïîëó÷èì îáîáùåííóþ èëè
ñëàáóþ ïîñòàíîâêó ñâÿçàííîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè (1.116), (1.117),
(1.120)�(1.125).

Óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (1.110) íà ïîêà ïðîèçâîëüíóþ, íî äîñòà-
òî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ v = v(x), à óðàâíåíèå (1.111) íà ïðîèçâîëüíóþ
äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ η = η(x). Çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åí-
íûå ðàâåíñòâà ïî Ω, èñïîëüçóåì îïåðàöèè òåíçîðíîãî è âåêòîðíîãî àíàëèçà
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(1.41), (1.42), à òàêæå ôîðìóëû Ãàóññà - Îñòðîãðàäñêîãî (1.45), (1.46). (Â
(1.42), (1.46) χ çàìåíÿåòñÿ íà η, à D � íà q.)

Íàëîæèâ íà ôóíêöèþ v îäíîðîäíîå ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.47)

v = 0; x ∈ Γu , (1.131)

è èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.121), ïîëó÷àåì:∫
Ω
ρv · ü dΩ+

∫
Ω
(∇v)∗ : σ(u, θ) dΩ =

∫
Ω
v∗ · ρf dΩ+

∫
Γσ

v∗ ·pΓ dΓ. (1.132)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.111) ñ ó÷åòîì (1.113) èìååì:

T0

∫
Ω
ηṠ dΩ−

∫
Ω
(∇η)∗ ·q(u, θ) dΩ =

∫
Ω
ηW dΩ−

∫
Γ
ηn∗ ·q(u, θ) dΓ. (1.133)

Íàëîæèì íà ôóíêöèþ η óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ íà Γθ

η = 0; x ∈ Γθ . (1.134)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.123) íà Γq è (1.124) íà Γc,
ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (1.133) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−
∫
Γ
ηn∗ · q(u, θ) dΓ =

∫
Γq

ηqΓ dΓ +

∫
Γc

ηhfθb dΓ−
∫
Γc

hfηθ dΓ. (1.135)

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.133) ñ ó÷åòîì (1.135) çàïèøåì â âèäå:

T0

∫
Ω
ηṠ dΩ−

∫
Ω
(∇η)∗ · q(u, θ) dΩ +

∫
Γc

hfηθ dΓ =∫
Ω
ηW dΩ +

∫
Γq

ηqΓ dΓ +

∫
Γc

ηhfθb dΓ.
(1.136)

Òåïåðü â (1.132), (1.136) èñïîëüçóåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(1.112), (1.113) òåðìîóïðóãîé ñðåäû è ïîëó÷àåì îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ

ρ(v, ü) + c(v,u)− γ(v, θ) = L̃u(v), (1.137)

T0γ(u̇, η) + s(η, θ̇) + k(η, θ) = L̃θ(η), (1.138)

ãäå

ρ(v,u) =

∫
Ω
ρv∗ · u dΩ, (1.139)

c(v,u) =

∫
Ω
(∇v)∗ : cE : ∇u dΩ =

∫
Ω
ε(v) : cE : ε(u) dΩ, (1.140)
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γ(v, θ) =

∫
Ω
(∇v)∗ : γθ dΩ =

∫
Ω
ε(v) : γθ dΩ, (1.141)

s(η, θ) =

∫
Ω
ρcεηθ dΩ, (1.142)

k(η, θ) =

∫
Ω
(∇η)∗ · k · ∇θ dΩ +

∫
Γc

hfηθ dΓ, (1.143)

L̃u(v) =

∫
Ω
v∗ · ρf dΩ +

∫
Γσ

v∗ · pΓ dΓ, (1.144)

L̃θ(η) =

∫
Ω
ηW dΩ +

∫
Γq

ηqΓ dΓ +

∫
Γc

ηhfθb dΓ. (1.145)

Îñòàåòñÿ ñíÿòü íåîäíîðîäíîñòü â ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1.120),
(1.122). Äëÿ ýòîãî ðåøåíèå {u, θ} áóäåì èñêàòü â âèäå

u = u0 + un, θ = θ0 + θn, (1.146)

ãäå un = un(x, t), θn = θn(x, t) � ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûå ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåîäíîðîäíûì ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

un = uΓ; x ∈ Γu , (1.147)

θn = θΓ; x ∈ Γθ , (1.148)

à, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè u0 = u0(x, t), θ0 = θ0(x, t) óäîâëåòâîðÿþò
îäíîðîäíûì ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u0 = 0; x ∈ Γu , (1.149)

θ0 = 0; x ∈ Γθ . (1.150)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.146) â (1.137), (1.138), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ñèñòåìó,
çàïèñàííóþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé u0 è θ0:

ρ(v, ü0) + c(v,u0)− γ(v, θ0) = Lu(v), (1.151)

T0γ(u̇0, χ) + s(η, θ̇0) + k(η, θ0) = Lθ(η), (1.152)

ãäå
Lu(v) = L̃u(v)− ρ(v, ün)− c(v,un) + γ(v, θn), (1.153)

Lθ(η) = L̃θ(η)− T0γ(u̇n, χ)− s(η, θ̇n)− k(η, θn). (1.154)

Ê ñèñòåìå (1.137), (1.138) èëè ê (1.151), (1.152) äîáàâèì åùå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ (1.125) â ñëàáîé ôîðìå

(v,u (x,+0)) = (v,us), (v, u̇ (x,+0)) = (v,vs),
(η, θ(x,+0)) = (η, θs),

(1.155)
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èëè

(v,u0(x,+0)) = (v,usn), (v, u̇0(x,+0)) = (v,vsn),
(η, θ0(x,+0)) = (η, θsn),

(1.156)

ãäå usn(x) = us(x)− un(x,+0), è ò. ä.
Ñðàâíåíèå (1.151), (1.152) ñ àíàëîãè÷íîé ñèñòåìîé (1.83), (1.84) çàäà÷è

ýëåêòðîóïðóãîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ v è u0 ìîæíî âûáðàòü òå æå
ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ÷òî è â ðàçäåëå 1.3: v ∈ H1

u, u0 ∈ Qu =
L2(0, T ; H1

u).
Äëÿ η è θ0 ââåäåì ïðîñòðàíñòâà, àíàëîãè÷íûå H1

u, Qu, íî â ñêàëÿðíîì
âàðèàíòå.

Èìåííî, íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé η ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.134),
ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(η, θ)H1
θ
=

∫
Ω
(∇η)∗ · ∇θ dΩ. (1.157)

Çàìûêàíèå äàííîãî ìíîæåñòâà â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì (1.157), íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì H1

θ, è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
Qθ = L2(0, T ; H1

θ).
Òåïåðü ìîæíî äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöè-

îíàðíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì èëè ñëàáûì ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé {u, θ}; u = u0 + un;
θ = θ0 + θn, òàêèõ, ÷òî un, θn óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(1.147), (1.148), u0 ∈ Qu, θ0 ∈ Qθ; u0, θ0 óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì (1.156), è âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.151), (1.152) ∀t ∈ (0, T ), ∀v ∈ H1

u; η ∈ H1
θ.

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.151), (1.152) ïðèíèìàåò âèä

c(v,u0)− γ(v, θ0) = Lu(v), (1.158)

k(η, θ0) = Lθ(η), (1.159)

è ìîæíî äàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì èëè ñëàáûì ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé
çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè íàçûâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé {u, θ}; u = u0 + un;
θ = θ0 + θn, òàêèõ, ÷òî un, θn óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(1.147), (1.148), u0 ∈ H1

u, θ0 ∈ H1
θ; è âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

(1.158), (1.159) ∀v ∈ H1
u; η ∈ H1

θ.
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Îòíîñèòåëüíî âçàèìîñâÿçè îáîáùåííîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé
è âàæíîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çäåñü ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ èç ðàçäåëà 1.3.

1.4.3. Ïîëóäèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷àõ òåðìîóïðóãî-
ñòè

Àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1.3.3, çàäàäèìñÿ ïîëóäèñêðåòíûìè àïïðîêñèìàöè-
ÿìè uh0 ≈ u0, θh0 ≈ θ0 â ôîðìå

uh0 = N∗
u(x) ·U(t), θh0 = N∗

θ(x) ·T(t), (1.160)

ãäå U(t), T(t) � âåêòîðû êîíñòàíò (çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè) àïïðîêñèìà-
öèé, N∗

u(x) � ìàòðèöà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ uh0, îïðåäåëåííàÿ â (1.91),
N∗
θ(x) � âåêòîð-ñòðîêà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ θh0, àíàëîãè÷íîé (1.92)

ñòðóêòóðû.
Ïðîåêöèîííûå ôóíêöèè v(x) è η(x) èç ýòèõ æå êîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâèì â âèäå

v = N∗
u(x) · δU, η = N∗

θ(x) · δT. (1.161)

Ïîäñòàíîâêà (1.160), (1.161) â (1.151), (1.152) ñ ó÷åòîì (1.139)�(1.145),
(1.153), (1.154) äàåò:

δU∗ · (Muu · Ü+Kuu ·U−Kuθ ·T) = δU∗ · Fu, (1.162)

δT∗ · (T0K∗
uθ · U̇+Cθθ · Ṫ+Kθθ ·T) = δT∗ · Fθ. (1.163)

Çäåñü ìàòðèöû Muu è Kuu îïðåäåëåíû ïî (1.96) ðàíåå â ðàçäåëå 1.3.3,

Kuθ =

∫
Ω
B∗
u : γN

∗
θ dΩ, Cθθ =

∫
Ω
ρcεNθN

∗
θ dΩ,

Kθθ =

∫
Ω
B∗
θ · k ·Bθ dΩ +

∫
Γc

hfNθN
∗
θ dΓ, Bθ = ∇N∗

θ, (1.164)

Fu = F̃u −
∫
Ω
ρNu · ün dΩ−

∫
Ω
B∗
u : c : ∇un dΩ +

∫
Ω
B∗
u : γθn dΩ,

Fθ = F̃θ − T0

∫
Ω
(∇u̇n)

∗ : γNθ dΩ−
∫
Ω
ρcεNθθ̇n dΩ−

−
∫
Ω
B∗
θ · k · ∇θn dΩ−

∫
Γc

hfNθθn dΓ,

F̃θ =

∫
Ω
NθW dΩ +

∫
Γq

NθqΓ dΓ +

∫
Γc

Nθhfθb dΓ,
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a âåêòîð F̃u òàêæå áûë îïðåäåëåí â (1.96) â ðàçäåëå 1.3.3.
Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè δU, δT, èç (1.162), (1.163) ïîëó÷àåì

ñèñòåìó äèñêðåòèçîâàííûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì óðàâíåíèé
íåñòàöèîíàðíîé òåðìîóïðóãîñòè:

Muu · Ü+Kuu ·U−Kuθ ·T = Fu, (1.165)

T0K
∗
uθ · U̇+Cθθ · Ṫ+Kθθ ·T = Fθ, (1.166)

ê êîòîðîé íàäî åùå äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

U(0) = Usn, U̇(0) = Vsn, θ(0) = θsn, (1.167)

ñëåäóþùèå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.156) è àïïðîêñèìàöèé (1.160), (1.161).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1.165), (1.166) ìàòðèöû Muu è Cθθ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû (Muu > 0, Cθθ > 0), à ìàòðèöû Kuu è Kθθ

ïî êðàéíåé ìåðå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû (ñì. çàäà÷è 1.20, 1.21, 1.23,
1.30�1.32).

Äëÿ ñòàòè÷åñêèõ (ñòàöèîíàðíûõ) çàäà÷ ñèñòåìà (1.165), (1.166)
ñòàíîâèòñÿ ëèøü âåêòîðíî-ñâÿçàííîé:

Kuu ·U = Fu +Kuθ ·T, (1.168)

Kθθ ·T = Fθ. (1.169)

Çäåñü èìååì íåñâÿçàííóþ çàäà÷ó (1.169) äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà T,
à çàäà÷à (1.168) èìååò òàêîé æå âèä, êàê äëÿ ÷èñòî óïðóãîé ñðåäû, íî ñ
äîáàâëåíèåì âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé Kuθ ·T.

Íàêîíåö, äëÿ çàäà÷è î òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèÿõ ñ ó÷åòîì
äåìïôèðîâàíèÿ ñèñòåìó ÌÊÝ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âåêòîðíî-
ñâÿçàííîé ñèñòåìû

Muu · Ü+Cuu · U̇+Kuu ·U = Fu +Kuθ ·T, (1.170)

Cθθ · Ṫ+Kθθ ·T = Fθ, (1.171)

ãäå ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ Cuu òà æå, ÷òî è â (1.96).

1.5. Çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè. Ïîðîòåðìîóïðóãàÿ àíàëî-

ãèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ãåî-
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ïîðèñòûõ ïîðîä ñ ó÷åòîì ôèëüòðàöèè. Äàí-
íûå çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè.
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Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìåæäó ýòèìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ àíàëîãèÿ.
Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ìåæäó çàäà÷àìè ïîðîóïðóãîñòè è òåðìî-
óïðóãîñòè, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå ñâÿçàííûå äåôîðìàöèîííûå è
ôèëüòðàöèîííûå ïðîöåññû â ãåîìåõàíè÷åñêèõ ñðåäàõ â ðàìêàõ çàäà÷ òåð-
ìîóïðóãîñòè, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïîðîóïðóãèå ñðåäû áóäåì ñ÷èòàòü ãåòåðîãåííûìè ñ óïðóãîé ìàòðèöåé
è ïîðàìè, çàïîëíÿåìûìè æèäêîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðèñòîñòü
ìàëà è ðàñïðîñòðàíåíèå æèäêîñòè â ìàññèâå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì
ôèëüòðàöèè. Òåíçîð íàïðÿæåíèé σ è ïîðèñòîñòü ϕ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
òåíçîð äåôîðìàöèé ε è ôóíêöèþ ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p ïî îïðåäåëÿþùèì
óðàâíåíèÿì ïîðîóïðóãîñòè [27]

σ − σ0 = c : ε− b (p− p0) (1.172)

ϕ− ϕ0 = b : ε+
1

N
(p− p0), (1.173)

ãäå c � òåíçîð óïðóãèõ æåñòêîñòåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà, b � òåíçîð Áèî
âòîðîãî ðàíãà, N−1 � îáðàòíûé ìîäóëü Áèî, ñâÿçûâàþùèé èçìåíåíèå
ïîðèñòîñòè ñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè, σ0,
ϕ0, p0 � íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïîðèñòîñòü è ïîðîâîå äàâëåíèå,
ñîîòâåòñòâåííî.

Äåôîðìàöèÿ ïîðîóïðóãîãî ìàññèâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæå-
íèÿ (1.23)

∇ · σ + ρ f = ρü. (1.174)

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ôèëüòðàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü çàêîí Äàðñè â
êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

v = − K

ρfg
· (∇p− ρfg), (1.175)

ãäå v � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, K � òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðàöèè
âòîðîãî ðàíãà, ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, g � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ, g = |g|.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîðèñòîñòè èñïîëüçóåì óðàâíåíèå
íåðàçðûâíîñòè â âèäå

∂(ρfϕ)

∂t
+∇ · (ρfv) = 0 (1.176)

è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè

dρf
ρf

=
dp

Kf
, (1.177)
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ãäå Kf � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ äëÿ æèäêîñòè.
Ïîäñòàâëÿÿ (1.175), (1.177), (1.173) â óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (1.176),

è ñ÷èòàÿ ìàëûì èçìåíåíèÿ ñæèìàåìîñòè è ïîðèñòîñòè, ïîëó÷àåì

b : ε̇+
1

M
ṗ−∇ · ( K

ρf0g
· ∇p) = 0, (1.178)

ãäå ρf0 � íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè, 1/M = 1/N + ϕ/Kf .
Äëÿ íàñûùåííîé ïîðèñòîé ñðåäû òåíçîð Áèî ìîæíî ïðèíÿòü åäèíè÷-

íûì (b = I), è òîãäà (1.174) ñ ó÷åòîì (1.172) è (1.178) äàþò ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîðîóïðóãîé ñðåäû

ρü−∇ · (c : ε− p I) = ρf , (1.179)

I : ε̇+
1

M
ṗ−∇ · ( K

ρf0g
· ∇p) = 0, (1.180)

ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð, è, ñëåäîâàòåëüíî, I : ε̇ = ∇ · u̇ = ε̇ii.
Ñèñòåìà (1.179), (1.180) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçàííóþ ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íûì ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíûõ
ïî âðåìåíè è ñ ñèëüíî îòëè÷àþùèìèñÿ ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèÿìè
ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ôèçè÷åñêèõ ìîäóëåé. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ÿâëåíèé ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿ ïîðîä è èõ ðàçðóøåíèÿ ìîäóëè ôèëüòðàöèè
ïðèíèìàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ïîðîâîãî äàâëåíèÿ, à ìîäóëè óïðóãîñòè ìîãóò
çàâèñåòü îò äåôîðìàöèé, ÷òî äåëàåò ñèñòåìó (1.179), (1.180) íåëèíåéíîé.
Äëÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè ê (1.179), (1.180) ñëåäóåò äîáàâèòü
åùå êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òî ïðèâîäèò â èòîãå ê ñâÿçàííûì
íåñòàöèîíàðíûì ëèíåéíûì èëè íåëèíåéíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì
ãåîìåõàíèêè ïîðîóïðóãèõ ñðåä.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé
ìåæäó óðàâíåíèÿìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïîðîóïðóãèõ è òåðìîóïðó-
ãèõ ñðåä.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.4, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
òåðìîóïðóãèõ ñðåä èìåþò âèä:

ρü−∇ · (c : ∇u− γθ) = ρ f , (1.181)

T0γ : ∇u̇+ ρcεθ̇ −∇ · (k · ∇θ) = W. (1.182)

Ñðàâíåíèå (1.179), (1.180) ñ (1.181), (1.182) ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèÿ
ñâÿçàííîé ïîðîóïðóãîñòè ïîñëå óìíîæåíèÿ (1.180) íà T0 ïåðåõîäÿò â
óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè ñ W = 0 ïðè çàìåíàõ

p↔ θ, I ↔ γ,
T0
ρM

↔ cε,
T0K

ρf0g
↔ k, (1.183)
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ïðè÷åì â óðàâíåíèÿõ ïîðîóïðóãîñòè íóæíî ïîëîæèòü T0 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

ïîðîóïðóãîñòè ìîæíî ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è
òåðìîóïðóãîñòè è èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà, ðàçðàáîòàííûå
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè ñëåäóåò òàêæå ïðèíÿòü âî âíèìàíèå,
÷òî â çàäà÷àõ ãåîìåõàíèêè çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîýôôèöèåíòîâ
ôèëüòðàöèè è ïîðèñòîñòè èìåþò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè è
îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè (êðîìå
ìîäóëåé óïðóãîñòè). Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîëåçíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì
ïàðàìåòðàì è îáîçíà÷åíèÿì.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì õàðàêòåðíóþ äëèíó îáëàñòè R, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïî âðåìåíè � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ãåîìåõàíè÷åñêîãî
ïðîöåññà t∗, à êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïî äàâëåíèþ è
íàïðÿæåíèÿì � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå p∗. Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû áóäåì
ïîìå÷àòü çíà÷êîì ¾òèëüäà¿ ñâåðõó:

x̃ = x/R, ũ = u/R, ∇̃ = R∇, t̃ = t/t∗, (1.184)

c̃ = c/p∗, σ̃ = σ/p∗, p̃ = p/p∗. (1.185)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ ïîðîóïðóãîñòè (1.179), (1.180) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

ρ̃
∂2ũ

∂t̃2
− ∇̃ · (c̃ : ε− p̃ I) = ρ̃f̃ , (1.186)

T0 I :
∂ε

∂t̃
+ ρ̃c̃p

∂p̃

∂t̃
− ∇̃ · (K̃ · ∇̃p̃) = 0, (1.187)

ãäå

ρ̃ =
R2

p2t2∗
ρ, f̃ =

t2∗
R
f , c̃p =

T0p∗
Mρ̃

, K̃ =
T0p∗t∗
R2ρf0g

K. (1.188)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ïîðîóïðóãîñòè â áåçðàçìåðíîì âèäå ïåðåõîäÿò
â áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè ïðè çàìåíå

p̃↔ θ̃, I ↔ γ̃, c̃p ↔ c̃ε, K̃ ↔ k̃, (1.189)

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ áåçðàçìåðíûõ òåìïåðàòóðíûõ
âåëè÷èí, ïðè÷åì â óðàâíåíèÿõ òåðìîóïðóãîñòè ìîæíî ïîëîæèòü T0 = 1.

Êàê ïîêàçûâàþò òåñòîâûå ðàñ÷åòû, ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì óðàâíåíè-
ÿì è âåëè÷èíàì (1.184)�(1.189) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü óñòîé÷è-
âîñòü è òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ñèñòå-
ìû îêàçûâàþòñÿ âûðîâíåííûìè ïî ïîðÿäêàì.
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1.6. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ äåôîð-

ìèðóåìûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè

Â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àêóñòèêå èçó÷àåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêî-
âûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû â æèäêîñòÿõ èëè ãàçàõ. Àêóñòè÷åñêèå èëè çâó-
êîâûå âîëíû îáóñëîâëåíû óïðóãèìè âîçìóùåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè
äåôîðìèðîâàíèè òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû, êîíòàêòèðóþùåé ñ àêóñòè÷å-
ñêîé ñðåäîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î âçàèìîäåé-
ñòâèè óïðóãèõ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èëè áîëåå ñëîæíûõ òâåðäûõ äåôîðìè-
ðóåìûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè. Â òàêèõ çàäà÷àõ èìåþòñÿ äâå ãðà-
íè÷àùèå îáëàñòè Ωs è Ωa: Ωs � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ òâåðäîòåëüíîé ñòðóê-
òóðîé, Ωa � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé. Â êàæäîé èç îáëà-
ñòåé ïîâåäåíèå ñðåä ìîäåëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè, çàïè-
ñàííûìè îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ïîëåâûõ ôóíêöèé. Òàê, ïðè ïîñòàíîâêå
çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé íåèçâåñòíîé
ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ïåðåìåùåíèé u(x, t), x ∈ Ωs. Äëÿ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêîé ñðåäû íåèçâåñòíûìè ïðè ñòàíäàðòíûõ ïîñòàíîâêàõ âûáèðàþòñÿ
ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé u(x, t) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(x, t). Ìåæäó
òåì, äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû Ωa îñíîâíîé íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèè
èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ p(x, t) èëè ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà àêóñòè÷åñêîé ñêî-
ðîñòè ψ(x, t). Ïîýòîìó íà ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ ñðåä Γsa = Ωs∩Ωa òðåáó-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü òàêèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïîëåé, êîòîðûå ìîæíî áûëî
áû ýôôåêòèâíî âêëþ÷àòü â ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óïðóãèõ,
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ ñðåä.

Ìîäåëèðîâàíèå ñâÿçàííûõ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ, ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ èëè äðóãèõ òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðå-
äàìè èìååò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ðàññìîòðåíèÿ íà-
ñòîÿùåãî ðàçäåëà.

1.6.1. Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ àêóñòèêè

Ïðèâåäåì âíà÷àëå êðàòêèé âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé
ëèíåéíîé àêóñòèêè [29].

Ïëîòíîñòü àêóñòè÷åñêîé ñðåäû (æèäêîñòè èëè ãàçà) îáîçíà÷èì ÷åðåç
ρ̃ = ρ̃(x, t), äàâëåíèå � ÷åðåç p̃ = p̃(x, t), êîëåáàòåëüíóþ (àêóñòè÷åñêóþ)
ñêîðîñòü � ÷åðåç v = v(x, t).

Êàê è äëÿ ëþáîé æèäêîñòè, èìååì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè,
âûðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

∂ρ̃

∂t
+∇ · (vρ̃) = 0. (1.190)
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Ñ÷èòàÿ æèäêîñòü èäåàëüíîé, âÿçêîñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ êîòîðîé
ïðåíåáðåãàåì, èìååì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ Ýéëåðà:

ρ̃ (
∂v

∂t
+ (v · ∇)v) = −∇p̃. (1.191)

Äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû èññëåäóþòñÿ âîçìóùåííûå èëè èçáûòî÷íûå
äàâëåíèå p(x, t) è ïëîòíîñòü ρ(x, t) îòíîñèòåëüíî èñõîäíûõ ðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèé p0 è ρ0:

p̃ = p0 + p, ρ̃ = ρ0 + ρ, (1.192)

ïðè÷åì âåëè÷èíû p/p0 è ρ/ρ0 ïðèíèìàþòñÿ ìàëûìè.
Àêóñòè÷åñêàÿ æèäêîñòü ñ÷èòàåòñÿ ñæèìàåìîé ñ çàêîíîì ñîñòîÿíèÿ

(àäèàáàòîé Ïóàññîíà)

p̃ = p0

(
ρ̃

ρ0

)γ

. (1.193)

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.193) ôîðìóëû (1.192) è ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü p/p0 è ρ/ρ0,
ïîëó÷àåì:

p+ p0 = p0

(
1 +

ρ

ρ0

)γ

≈ p0 +
p0γ

ρ0
ρ. (1.194)

Âåëè÷èíà
√
p0γ/ρ0 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïîñòîÿííîé ñðåäû è íàçûâàåòñÿ

àäèàáàòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ çâóêà c0:

c20 =
p0γ

ρ0
. (1.195)

Ïîýòîìó èç (1.194), (1.195) èìååì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó èçáûòî÷íûìè
äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ:

p = c20ρ. (1.196)

Ñ÷èòàÿ áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü v/c0 ìàëîé âåëè÷èíîé, ëèíåàðèçóåì
óðàâíåíèÿ (1.190), (1.191) ñ ó÷åòîì (1.192):

ρ̇+ ρ0∇ · v = 0, (1.197)

ρ0 v̇ = −∇p. (1.198)

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.197) ïî âðåìåíè è ó÷èòûâàÿ (1.198) è (1.196),
ïîëó÷àåì âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ:

1

c20
p̈−∆p = 0. (1.199)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, åñëè çà íåçàâèñèìóþ ïîëåâóþ ôóíê-
öèþ ïðèíèìàòü ôóíêöèþ èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ p(x, t). Àëüòåðíàòèâíûì
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ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà àêóñòè-
÷åñêîé ñêîðîñòè.

Óìíîæèì âåêòîðíî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.198) íà ∇, è ñ ó÷åòîì
òîæäåñòâà ∇ × ∇p = 0, ïîëó÷èì: rotv = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå
àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè áåçâèõðåâîå, è ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ïîòåíöèàëà
ñêîðîñòè ψ = ψ(x, t):

v = ∇ψ. (1.200)

Òîãäà èç (1.198) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèè p è ψ:

p = −ρ0ψ̇. (1.201)

Ôîðìóëû (1.201), (1.199) ïîêàçûâàþò, ÷òî è ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé ψ
óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

1
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ψ̈ −∆ψ = 0. (1.202)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.199) èëè (1.202) íóæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà Γa = ∂Ωa àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ðàçáèòà
íà ÷åòûðå îñíîâíûå ÷àñòè: Γaf � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà; Γar � æåñòêàÿ
ñòåíêà; Γai � èìïåäàíñíàÿ ãðàíèöà; Γas � ãðàíèöà êîíòàêòà ñ òâåðäûì
äåôîðìèðóåìûì òåëîì.

Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå p äîëæíî îáðàùàòüñÿ â
íóëü, à òîãäà ïî (1.201) è ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ:

p = 0, ψ = 0; x ∈ Γaf . (1.203)

Íà æåñòêîé ñòåíêå ðàâíà íóëþ íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè: na ·v = 0, x ∈ Γar, ãäå na � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ
ê Ωa åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γar. Òîãäà ïî (1.200) ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè
îò ôóíêöèè ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé ðàâíà íóëþ íà Γar, è, ñëåäîâàòåëüíî,
òàêîå æå óñëîâèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ:

∂ψ/∂n = n · ∇ψ = 0, ∂p/∂n = n · ∇p = 0; x ∈ Γar. (1.204)

Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ñèëüíî ïðîòÿæåííûõ îáëàñòåé íóæíî ââîäèòü
íåîòðàæàþùèå èëè ïîãëîùàþùèå ãðàíèöû. Íà òàêèõ ãðàíèöàõ çàäàåòñÿ
èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå: p = Zvn; x ∈ Γai, ãäå Z � èìïåäàíñ
ãðàíèöû Γai. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.201) ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü êàê
óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ψ èëè äëÿ ôóíêöèè p:

n · ∇ψ = −ρ0Z−1ψ̇, n · ∇p = −ρ0Z−1ṗ; x ∈ Γai. (1.205)
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Íàêîíåö, íà ãðàíèöå êîíòàêòà Γas ñ òâåðäûì äåôîðìèðóåìûì òåëîì
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

n · v = n · u̇, n · σa = n · σs; x ∈ Γas, (1.206)

ãäå v � àêóñòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü â ñðåäå Ωa; u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé â
òåëå Ωs; n = ns � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê Ωs åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γas
(ns = −na; na � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê Ωa åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γas);
σs � òåíçîð íàïðÿæåíèé â òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðå; σa = −p I � òåíçîð
íàïðÿæåíèé â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå (I � åäèíè÷íûé òåíçîð).

Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ êðîìå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íóæíî çàäàòü
åùå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïîëåâûõ ôóíêöèé è èõ ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè ïðè t = +0.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è àêóñòèêè âîçìîæíà
êàê îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ p = p(x, t), òàê è
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïîòåíöèàëà àêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè ψ = ψ(x, t). Ýòà
ïîñòàíîâêà âêëþ÷àåò âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.199) èëè (1.202), ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (1.203)�(1.206) è ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïðè
íàëè÷èå ãðàíèöû Γas êîíòàêòà ñ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðîé ýòà ïîñòàíîâêà
íå ïîëíà è äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷åé äëÿ
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíàÿ çàäà÷à àêóñòèêè, òî ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ åå ïîñòàíîâêó ñëåäóåò äîïîëíèòü èñòî÷íèêàìè
âîçìóùåíèé, êîòîðûå íóæíî äîáàâèòü èëè â ïðàâûå ÷àñòè âîëíîâûõ
óðàâíåíèé, èëè â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîäèôè-
êàöèþ óðàâíåíèÿ (1.199)

1

c20
p̈−∆p− εa∆ṗ = 0, (1.207)

ãäå εa � äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü [35], ÷òî äëÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.206) ìîæíî ïðèíÿòü: σa ≈ −(p+ εaṗ) I.

Òàêàÿ ìîäåëü àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé î÷åâèäíî êîððåëèðóåò
ñ ìîäåëÿìè òâåðäîòåëüíûõ ñòðóêòóð ïðè ó÷åòå äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ è
óäîáíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ñâÿçàííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
âçàèìîäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ñðåä ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ çàòóõàíèÿ.
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1.6.2. Ïîëóäèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè íà îñíîâå îáîáùåííûõ
ïîñòàíîâîê è ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè ñ óðàâíå-
íèÿìè òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû

Äëÿ ïåðåõîäà ê îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è àêóñòèêè, ñôîðìóëèðî-
âàííîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè äàâëåíèÿ, êàê îáû÷íî, óìíîæèì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå íà ïîêà ïðîèçâîëüíóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ
q = q(x), ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ωa è îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Â ðåçóëüòàòå èç (1.199) ïîëó÷à-
åì:

1

c20

∫
Ωa

qp̈ dΩ +

∫
Ωa

(∇q)∗ · ∇p dΩ =

∫
Γa

q na · ∇p dΓ. (1.208)

Òåïåðü íóæíî ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü (1.208), èñïîëüçóÿ ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ è ôîðìóëèðóÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ q(x).

Íà ó÷àñòêå ãðàíèöû Γaf íà q íóæíî íàëîæèòü òå æå óñëîâèÿ (1.203),
÷òî è íà ôóíêöèþ p:

q = 0; x ∈ Γaf . (1.209)

Íà ó÷àñòêå Γar ïî (1.204) íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äàâëåíèÿ ðàâíà
íóëþ, è ïîýòîìó èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.208) ïî ó÷àñòêó Γar îáðàùàåòñÿ
â íóëü.

Èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà Γai ïî (1.205) ïðèâîäèò â
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:∫

Γai

q na · ∇p dΓ = −ρ0Z−1

∫
Γai

qṗ dΓ. (1.210)

Íàêîíåö, ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà ïðàâîé ÷àñòè (1.208) ïî ãðàíèöå
Γas êîíòàêòà ñ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðîé çàâèñèò îò âîçìîæíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ óïðóãèõ (ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ,
òåðìîóïðóãèõ è äð.) çàäà÷. Èñïîëüçóÿ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

na · ∇p = −ρ0na · ∇ψ̇ = −ρ0na · v̇ = −ρ0na · ü, x ∈ Γas,

ïîëó÷àåì ∫
Γas

q na · ∇p dΓ = −ρ0
∫
Γas

q na · ü dΓ. (1.211)

Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèÿ (1.209) ñ ó÷åòîì (1.210), (1.211)
èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.208) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

1

c20

∫
Ωa

qp̈ dΩ+
ρ0
Z

∫
Γai

qṗ dΓ+

∫
Ωa

(∇q)∗·∇p dΩ+ρ0
∫
Γas

q na·ü dΓ = 0. (1.212)
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Ïîñêîëüêó îñíîâíîé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ àíàëèçà ðàáîòû òâåðäîòåëüíûõ ñòðóêòóð, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé, òî çäåñü íå áóäåì ïîëíîñòüþ ôîðìóëèðîâàòü
ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ, òåì áîëåå ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî àíàëîãèè ñ
ïðåäûäóùèìè ðàçäåëàìè.

Ïåðåéäåì ñðàçó ê ïîëóäèñêðåòíûì àïïðîêñèìàöèÿì, êîòîðûå áóäåì
çàäàâàòü â âèäå

p ≈ ph = N∗
p(x) ·P(t), q = N∗

p(x) · δP = (δP)∗ ·Np(x), (1.213)

u ≈ uh = u0h + un, u0h = N∗
u(x) ·U(t), (1.214)

ãäå N∗
p(x) � âåêòîð ñòðîêà ôóíêöèé ôîðìû äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ;

P(t) � âåêòîð (çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè) êîíñòàíò àïïðîêñèìàöèè; δP �
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð; un, u0h, N∗

u(x), U(t) � òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è
îïðåäåëåííûå ðàíåå â ï. 1.3.3.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.213), (1.214) â (1.212) ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè δP,
ïîëó÷àåì

Mpp · P̈+Cpp · Ṗ+Kpp ·P+ ρ0Rpu · Ü = −ρ0Ḟp, (1.215)

ãäå

Mpp =
1
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∫
Ωa

NpN
∗
p dΩ, Cpp =

ρ0
Z

∫
Γai

NpN
∗
p dΓ, (1.216)

Kpp =

∫
Ωa

B∗
p ·Bp dΩ, Bp = ∇N∗

p, (1.217)

Rpu =

∫
Γas

Np(n
∗ ·N∗

u) dΓ, Fp =

∫
Γas

Np(n
∗ · u̇n) dΓ. (1.218)

Äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ýòèõ ïîëóäèñêðåòèçîâàííûõ óðàâíåíèé äëÿ àêóñòè÷å-
ñêîé ñðåäû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðîé, íàäî åùå
ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òå-
ëà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.3, â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ äëÿ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû âõîäèë èíòåãðàë

∫
Γs
v∗ · (ns ·

σs) dΓ, ãäå Γs = Γ � ãðàíèöà îáëàñòè Ωs = Ω òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû,
ns = n � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê Ωs åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Γs, σs = σ �
òåíçîð íàïðÿæåíèé â òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðå.

Äëÿ ó÷àñòêà ãðàíèöû Γas ñ ó÷åòîì óñëîâèé êîíòàêòà (1.206) è ðàâåíñòâà
ns = −na ïðè σa = −pI èìååì:

ns · σs = ns · σa = −na · σa = n∗
a · (p I) = pna.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå òèïà (1.52) ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû íàäî äîïîëíèòü â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëîì
ïî ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé

∫
Γas

v∗ · nap dΓ. Òîãäà
ïðè îòñóòñòâèè ïüåçîýôôåêòà (e=0) óðàâíåíèå (1.52) ñëàáîé ïîñòàíîâêè
çàäà÷è äëÿ ÷èñòî óïðóãîé ñðåäû çàïèøåòñÿ â âèäå:

c(v,u) = L̃u(v) +

∫
Γas

v∗ · nap dΓ.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíèé èíòåãðàë àïïðîêñèìàöèè (1.213) äëÿ p ≈ ph è
(1.93) äëÿ v, ïîëó÷èì:∫

Γas

v∗ · nap dΓ = δU∗ ·R∗
pu ·P.

Èòàê, â ïðàâóþ ÷àñòü äèñêðåòèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû íàäî äîáàâèòü âåêòîð R∗

pu · P. Â ðåçóëüòàòå,
îãðàíè÷èâàÿñü äëÿ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû òîëüêî óïðóãèì ñëó÷àåì ñ
ó÷åòîì äåìïôèðîâàíèÿ ïî Ðåëåþ, áóäåì èìåòü:

Muu · Ü+Cuu · U̇+Kuu ·U−R∗
pu ·P = Fu. (1.219)

Óðàâíåíèÿ (1.219), (1.215) íóæíî ðåøàòü â ñîâîêóïíîñòè. Ýòè óðàâíå-
íèÿ è ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòèçèðîâàííûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû è îêðóæàþùåé åå àêó-
ñòè÷åñêîé ñðåäû.

Â åäèíîé ôîðìå ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

M · ä+C · ȧ+K · a = F, (1.220)

ãäå

M =

[
Muu 0
ρ0Rpu Mpp

]
, C =

[
Cuu 0
0 Cpp

]
, K =

[
Kuu −R∗

pu

0 Kpp

]
,

(1.221)

a =

{
U
P

}
, F =

{
Fu

−ρ0Ḟp

}
. (1.222)

Êàê âèäíî, ìàòðèöû M è K íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, ÷òî
íåñêîëüêî îñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (1.220).

Çàìåòèì, ÷òî äàæå â ïðåíåáðåæåíèè ìåõàíèçìàìè çàòóõàíèÿ â
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðå â ñèñòåìå (1.220) îñòàåòñÿ äåìïôèðîâàíèå, åñëè
Cpp ̸= 0. Î÷åâèäíî, ýòî èìååò ìåñòî ïðè íàëè÷èè èìïåäàíñíûõ ãðàíè÷íûõ
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óñëîâèé, êîòîðûå è äîïóñêàþò îòòîê ýíåðãèè èç ñèñòåìû ¾òâåðäîå òåëî �
àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà¿.

Ïîñìîòðèì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ïîëóäèñêðåòèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ïðè âûáîðå àêóñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ψ(x, t) â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ôóíêöèè.

Ïðèìåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ψ ≈ ψh = N∗
ψ(x)·Ψ, è ó÷òåì,

÷òî â ñèëó (1.201) ïðè Nψ(x) = Np(x)

P = −ρ0Ψ̇. (1.223)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.223) â (1.215) è èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

Mψψ · Ψ̈+Cψψ · Ψ̇+Kψψ ·Ψ−Rψu · U̇ = Fψ, (1.224)

ãäå Mψψ = Mpp, Cψψ = Cpp, Kψψ = Kpp, Rψu = Rpu, Fψ = Fp.
Äàííîå óðàâíåíèå ïðè îáúåäèíåíèè ñ (1.219) ñ ó÷åòîì (1.223) äàåò

ñèñòåìó (1.220), â êîòîðîé òåïåðü

M =

[
Muu 0
0 −ρ0Mψψ

]
, C =

[
Cuu ρ0R

∗
ψu

ρ0Rψu −ρ0Cψψ

]
, K =

[
Kuu 0
0 −ρ0Kψψ

]
,

(1.225)

a =

{
U
Ψ

}
, F =

{
Fu

−ρ0Fψ

}
. (1.226)

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1.220) ñ (1.225), (1.226) äëÿ íåèçâåñòíûõ {U,
Ψ} èìååò ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ñåäëîâîé ñòðóêòóðû (äëÿ ñèììåòðèè
ìàòðèö óðàâíåíèÿ äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû (1.224) áûëè ñïåöèàëüíî
óìíîæåíû íà ρ0). Ïîýòîìó ñèñòåìà â òàêîì âèäå âû÷èñëèòåëüíî
ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì ñèñòåìà (1.220)�(1.222) äëÿ íåèçâåñòíûõ {U, P}.

Òåì íå ìåíåå, â ðÿäå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì [25] ïðèíÿò èìåííî
ïîäõîä (1.220)�(1.222), õîòÿ èìåþòñÿ è ðåàëèçàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðû ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé íà îñíîâå óðàâíåíèé
(1.220) ñ (1.225), (1.226).

Çàäà÷è ê ãëàâå 1

1.1. Ïîêàæèòå, ÷òî â öåïî÷êå ðàâåíñòâ (1.18) îäíî èç ðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
îñòàëüíûõ.

1.2. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè ñðåäè êîìïîíåíò
cEijkl ñ ó÷åòîì (1.18).

1.3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïüåçîìîäóëåé eikl ñ ó÷åòîì (1.19).
1.4. Ïîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (1.21) òåíçîðà

óïðóãèõ ìîäóëåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà cE ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû cEiiii ñ îäèíàêîâûìè
èíäåêñàìè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè.
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1.5. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (1.22) òåíçîðà
äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé âòîðîãî ðàíãà ϵS ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëüíûå
êîìïîíåíòû ϵSii äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Äîëæíû ëè áûòü ïîëîæèòåëüíûìè
íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ϵSij (i ̸= j)?

1.6. Â ñèëó óñëîâèé ñèììåòðèè (1.18) óïðóãèå ìîäóëè cEijkl ìîæíî ðàñïîëîæèòü â
âèäå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû cEαβ = cEijkl ðàçìåðà 6× 6 (α, β = 1, 2, ..., 6) ïðè ñëåäóþùåì
ñîîòâåòñòâèè èíäåêñîâ (ij) ↔ α, (ij) ↔ β:

(11) ↔ 1; (22) ↔ 2; (33) ↔ 3; (23) = (32) ↔ 4; (13) = (31) ↔ 5; (12) = (21) ↔ 6.

Ïðè òàêîì ñîîòâåòñòâèè êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé ε ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå âåêòîðà

S∗ = ⌊ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12⌋.

Ïîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.21) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà cEαβ ðàçìåðà 6× 6 äîëæíà áûòü
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.7. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (1.22) ìàòðèöà ϵS, ñîñòàâëåííàÿ èç
êîìïîíåíò òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé âòîðîãî ðàíãà ϵS, äîëæíà áûòü
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöûK äëÿ
âñåõ i, j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Kij| ≤

√
KiiKjj.

1.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê âåêòîðíî-ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, îïèñàííûì
â çàäà÷å 1.6, ïðè ââåäåíèè âåêòîðà íàïðÿæåíèé ðàçìåðà 6

T∗ = ⌊σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12⌋

è ìàòðèöû ðàçìåðà 3×6 ïüåçîìîäóëåé eiα = eikl, (kl) ↔ α, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(1.16), (1.17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

T = cE · S− e∗ · E,

D = e · S+ ϵS · E.

1.10. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëóñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà ðîëü
¾åäèíèöû¿ îòíîñèòåëüíî äâîéíîé ñâåðòêè ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà
âûïîëíÿåò òåíçîð ∆:

∆ijkl =
1

2
(δikδjl + δilδjk),

äëÿ êîòîðîãî
σ = ∆ : σ, ∀σ : σij = σji.

Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè äâà òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà cE è sE ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

cE : sE = sE : cE = ∆,

òî èç ðàâåíñòâà σ̃ = cE : ε̃, ε̃ = ε̃∗ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ε̃ = sE : σ̃, σ̃ = σ̃∗, è íàîáîðîò,
ò.å. òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà cE è sE ìîãóò áûòü íàçâàíû âçàèìîîáðàòíûìè.

1.11. Ïîêàæèòå, ÷òî ââåäåííûé â çàäà÷å 1.10 åäèíè÷íûé òåíçîð ∆ ÿâëÿåòñÿ
ïîëóñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, ò.å. ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè òèïà
(1.18). ßâëÿåòñÿ ëè òåíçîð ∆ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì â ñìûñëå (1.21)?
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1.12. Ïîëó÷èòå ýêâèâàëåíòíóþ ê (1.16), (1.17) ôîðìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

εij = sEijklσkl + dkijEk,

Di = diklσkl + ϵTikEk,

ãäå sEijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì
ýëåêòðè÷åñêîé ïîëå; dikl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïüåçîìîäóëåé; ϵTik � êîìïîíåíòû
äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè.

Êàêîâû ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ó òåíçîðîâ óïðóãèõ
ïîäàòëèâîñòåé sE, ïüåçîìîäóëåé d è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ϵT ?

1.13. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ââåäåíèè âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ 1.6 è
1.9, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå çàäà÷è 1.12 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = sE ·T+ d∗ · E,

D = d ·T+ ϵT · E,

ïðè÷åì êîìïîíåíòû ìàòðèö sEαβ è diβ ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ sEijkl è dikl ïî
çàêîíàì

sEαβ = 2[α/4]+[β/4]sEijkl, diβ = 2[β/4]dikl,

ãäå [γ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà γ.
1.14. Ïîëó÷èòå ýêâèâàëåíòíóþ ê (1.16), (1.17) ôîðìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

σij = cDijklεkl − hkijDk,

Ei = −hiklεkl + βS
ikDk,

ãäå cDijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííîé
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; hikl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
äåôîðìàöèé; βS

ik � êîìïîíåíòû äèýëåêòðè÷åñêèõ íåïðîíèöàåìîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè
ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè.

Êàêîâû ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ó òåíçîðîâ óïðóãèõ
ìîäóëåé cD, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé h è äèýëåêòðè÷åñêèõ
íåïðîíèöàåìîñòåé βS?

1.15. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ââåäåíèè âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ 1.6 è
1.9, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå çàäà÷è 1.14 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T = cD · S− h∗ ·D,

E = −h · S+ βS ·D,

ãäå cDαβ = cDijkl è hiβ = hikl.
1.16. Ïîëó÷èòå ýêâèâàëåíòíóþ ê (1.16), (1.17) ôîðìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

εij = sDijklσkl + gkijDk,

Ei = −giklσkl + βT
ikDk,

ãäå sDijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîñòîÿííîé
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; gikl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
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íàïðÿæåíèÿ; βT
ik � êîìïîíåíòû äèýëåêòðè÷åñêèõ íåïðîíèöàåìîñòåé, âû÷èñëåííûõ ïðè

ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè.
Êàêîâû ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ó òåíçîðîâ óïðóãèõ

ïîäàòëèâîñòåé sD, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿ g è äèýëåêòðè÷åñêèõ
íåïðîíèöàåìîñòåé βT .

1.17. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ââåäåíèè âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ 1.6 è
1.9, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è 1.16 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = sD ·T+ g∗ ·D,

E = −g ·T+ βT ·D,

ïðè÷åì êîìïîíåíòû ìàòðèö sDαβ è giβ ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ sDijkl è gikl ïî
çàêîíàì

sDαβ = 2[α/4]+[β/4]sDijkl, giβ = 2[β/4]gikl,

ãäå [γ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà γ.
1.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñìåùåíèÿõ äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà êàê æåñòêîãî

öåëîãî åãî äåôîðìàöèè ðàâíû íóëþ, ò. å. ε = 0 ïðè ïåðåìåùåíèÿõ âèäà u = urigit =
uc + ωc × x, uc = const, ωc = const.

1.19. Ïîêàæèòå, ÷òî â âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ 1.6 è 1.9,
ñîîòíîøåíèå Êîøè (1.10), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.23) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.32) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

S(u) = L(∇) · u,

L∗(∇) ·T+ ρf = ρü,

p = L∗(n) ·T; p = pΓ; x ∈ Γσ ,

ãäå

L∗(∇) =

 ∂1 0 0 0 ∂3 ∂2
0 ∂2 0 ∂3 0 ∂1
0 0 ∂3 ∂2 ∂1 0

 .
1.20. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáû÷íûõ äëÿ äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà óñëîâèÿõ íà

ïëîòíîñòü ρ ≥ ρ0 > 0, ìàòðèöà ìàññMuu, ââåäåííàÿ â (1.96), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
1.21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîïóñêàþò äâèæåíèÿ òåëà

êàê æåñòêîãî öåëîãî, ò.å., åñëè ε(δu) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé δu ̸= 0,
ñîâìåñòèìûõ ñî ñâÿçÿìè (δu = 0, x ∈ Γu), òî ìàòðèöà æåñòêîñòè Kuu, ââåäåííàÿ â
(1.96), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.22. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ãðàíèöû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà
çàäàí ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, òî ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé Kφφ,
ââåäåííàÿ â (1.96), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.23. Äîêàæèòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöû æåñòêîñòè Kuu è äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïðîíèöàåìîñòåé Kφφ, ââåäåííûå â (1.96), íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû.

1.24. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà Kuu = Kuu +Kuφ ·K−1
φφ ·K∗

uφ èç (1.102) ñèììåòðè÷íà
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîïóñêàþò äâèæåíèÿ
òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî (ñì. çàäà÷ó 1.21).

1.25. Äîêàæèòå âûâîä Ïüåðà Êþðè î òîì, ÷òî ìàòåðèàëû, îáëàäàþùèå ïüåçîýô-
ôåêòîì, íå ìîãóò èìåòü öåíòðà ñèììåòðèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèòå ïðåîáðàçîâàíèå
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èíâåðñèè x → x′ = −x îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè è ïðèìåíèòå ôîðìóëû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà eijk ïðè ïåðåõîäå îò èñõîäíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Ox1x2x3 ê äðóãîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′1x

′
2x

′
3:

e′ijk = αilαjmαknelmn,

ãäå αil � êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó îñÿìè x′i è xl. Äàëåå èñïîëüçóéòå, ÷òî äëÿ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî e′ijk = eijk, è ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà âñå ïüåçîìîäóëè
eijk äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü.

1.26. Ïðè ïîñòàíîâêå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ýëåêòðîóïðóãîñòè â ðàçäåëå 1.3.1 áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.37) òîëüêî äëÿ ôóíêöèé u è u̇. Íóæíû ëè
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ?

1.27. Ïîêàæèòå, ÷òî â âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷ 1.6 è 1.9 ïðè
äîïîëíèòåëüíî ââåäåííîì âåêòîðå êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé

G∗ = ⌊γ11, γ22, γ33, γ23, γ13, γ12⌋

îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.112), (1.113) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

T = C · S−G θ,

S = G∗ · S+
ρcε
T0
θ.

1.28.Ïîëó÷èòå ýêâèâàëåíòíóþ ê (1.112), (1.113) ôîðìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

ε = s : σ +α θ,

S = α : σ +
ρcσ
T0

θ,

ãäå s � ïîëóñèììåòðè÷íûé òåíçîð óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà, îáðàòíûé
ê c â ñìûñëå çàäà÷è 1.10; α � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ
ðàñøèðåíèé âòîðîãî ðàíãà; cσ � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè.
×òî áîëüøå: cσ èëè cε èç (1.113)?

1.29. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ââåäåíèè âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ 1.6, 1.9
è âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ ðàñøèðåíèé

A∗ = ⌊α11, α22, α33, 2α23, 2α13, 2α12⌋

îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è 1.28 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = s ·T+A · θ,

S = A∗ ·T+
ρcσ
T0

θ,

ïðè÷åì êîìïîíåíòû ìàòðèöû sαβ ñâÿçàíû (êàê â çàäà÷å 1.17) ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà
sijkl ïî çàêîíó

sαβ = 2[α/4]+[β/4]sijkl,

ãäå [γ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà γ.
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1.30. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáû÷íûõ äëÿ òåðìîóïðóãîãî òåëà óñëîâèÿõ íà ïëîòíîñòü
ρ ≥ ρ0 > 0 è íà óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü cε ≥ cε0 > 0, ìàòðèöà òåïëîåìêîñòè Cθθ,
ââåäåííàÿ â (1.164), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.31. Äîêàæèòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè Kθθ, ââåäåííàÿ â
(1.164), íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.32. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè Kθθ,
ââåäåííàÿ â (1.164), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

1.33. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû Mpp è Cpp, ââåäåííûå â (1.216), ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíû, à ìàòðèöà Kpp èç (1.217) â îáùåì ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.34. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àêóñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà Kpp, ââåäåííàÿ
â (1.217), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

1.35. Çàïèøèòå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì (1.220)�(1.222) ìàòðè÷íûå ïîëóäèñêðåòíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà Ωs, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ àêóñòè÷åñêîé
ñðåäîé Ωs. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ñðåäå Ωs ïðèìèòå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ â
àïïðîêñèìàöèÿõ âåêòîðû {U, Φ}, à â ñðåäå Ωa � âåêòîð {P}, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòå
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ {U, Φ, P}. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü,
÷òî ïîâåäåíèå òâåðäîòåëüíîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
(1.97), (1.98).

1.36. Çàïèøèòå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì (1.220), (1.225), (1.226) ìàòðè÷íûå
ïîëóäèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà Ωs, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ
àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé Ωa. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ñðåäå Ωs ïðèìèòå â êà÷åñòâå
íåèçâåñòíûõ â àïïðîêñèìàöèÿõ âåêòîðû {U, Φ}, à â ñðåäå Ωa � âåêòîð {Ψ}, è â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòå ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ {U, Φ, Ψ}. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òî ïîâåäåíèå òâåðäîòåëüíîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.97), (1.98).

1.37. Çàïèøèòå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì (1.220)�(1.222) ìàòðè÷íûå ïîëóäèñêðåòíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ òåðìîóïðóãîãî òåëà Ωs, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé Ωa

(áåç ó÷åòà ïîëÿ òåìïåðàòóð â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â
ñðåäå Ωs ïðèìèòå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ â àïïðîêñèìàöèÿõ âåêòîðû {U, T}, à â ñðåäå
Ωa � âåêòîð {P}, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòå ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ {U, T, P}.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òî ïîâåäåíèå òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî
òåðìîóïðóãîãî òåëà Ωs îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.165), (1.166).

1.38. Çàïèøèòå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì (1.220), (1.225), (1.226) ìàòðè÷íûå
ïîëóäèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òåðìîóïðóãîãî òåëà Ωs, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ
àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé Ωa (áåç ó÷åòà ïîëÿ òåìïåðàòóð â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå). Ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ñðåäå Ωs ïðèìèòå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ â àïïðîêñèìàöèÿõ
âåêòîðû {U, T}, à â ñðåäå Ωa � âåêòîð {Ψ}, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ âåêòîðîâ {U, T, Ψ}. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òî ïîâåäåíèå
òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà Ωs îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.165),
(1.166).



Ãëàâà 2

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ

ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ

ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷

2.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà. Äèíà-

ìè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ÌÊÝ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 1, äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ñëàáûõ
ðåøåíèé ñâÿçàííûõ çàäà÷ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä Áóáíîâà�
Ãàëåðêèíà â ïîëóäèñêðåòíîé (äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷) ôîðìóëèðîâêå. Â
îáùåì âèäå âñå ñëàáûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ èç ãëàâû 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ôîðìå

ρa(w, ä) + da(w, ȧ) + ca(w, a) = L̃a(w), (2.1)

ãäå a = a(x, t) ∈ Rk, a = {a1, a2, ..., ak}, ai � íåèçâåñòíûå ïîëåâûå
ôóíêöèè; w = w(x) ∈ Rk, w = {w1, w2, ..., wk} � ïðîåêöèîííûå ôóíêöèè;
ρa, da, ca � áèëèíåéíûå ôîðìû, ñîäåðæàùèå èíòåãðàëû ïî îáëàñòè Ω
îò ïðîèçâåäåíèé w · a è èõ ïðîèçâîäíûõ; L̃a � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëàáûå ïîñòàíîâêè òðåõìåðíûõ çàäà÷ ýëåêòðî-
óïðóãîñòè (1.83), (1.84), çàïèñàííûå áåç ïðîöåäóð (1.62) ñíÿòèÿ íåîäíîðîä-
íûõ ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

ρ(v, ü) + d(v, u̇) + c(v,u)− e(v, φ) = L̃u(v), (2.2)

e(u, χ) + ϵ(χ, φ) = L̃φ(χ). (2.3)

Ïîñêîëüêó â ýòèõ óðàâíåíèÿõ v, χ � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè òðåáóåìîé
ãëàäêîñòè, òî ñîîòíîøåíèÿ (2.2), (2.3) ýêâèâàëåíòíû èõ ñóììå. Î÷åâèäíî,
÷òî ïî÷ëåííàÿ ñóììà (2.2) è (2.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (2.1) ïðè
k = 4; a = {u, φ}; a1 = u1 = ux; a2 = u2 = uy; a3 = u3 = uz;



72 Ãëàâà 2. ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷

a4 = φ; w = {v, χ}; ρa(w, a) = ρ(v,u); da(w, a) = d(v,u); ca(w, a) =
c(v,u)− e(v, φ) + e(u, χ) + ϵ(χ, φ); L̃a(w) = L̃u(v) + L̃φ(χ).

Àíàëîãè÷íî, ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè, îñíîâàííàÿ íà
ñîîòíîøåíèÿõ (1.137), (1.138), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå (2.1)
ïðè k = 4; a = {u, θ}; a1 = u1 = ux; a2 = u2 = uy; a3 = u3 = uz;
a4 = θ; w = {v, η}; ρa(w, a) = ρ(v,u); da(w, a) = T0γ(u, η) + s(η, θ);
ca(w, a) = c(v,u)− γ(v, θ) + k(η, θ); L̃a(w) = L̃u(v) + L̃θ(η).

Ïðè ñíÿòèè íåîäíîðîäíîñòè ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðåøåíèå
èùåòñÿ â âèäå

a = a0 + an, (2.4)

ãäå a0 = {a01, a02, ..., a0k} � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îäíîðîäíûì ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, an = {an1, an2, ..., ank} �
èçâåñòíàÿ (ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííàÿ) ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
òå æå íåîäíîðîäíûå ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ÷òî è äëÿ a.

Èç (2.1), (2.4) î÷åâèäíî, ÷òî íàõîæäåíèÿ a0 èìååì ñîîòíîøåíèå:

ρa(w, ä0) + da(w, ȧ0) + ca(w, a0) = La(w), (2.5)

La(w) = L̃u(v)− ρa(w, än)− da(w, ȧn)− ca(w, an). (2.6)

Äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè (2.5) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ ∀w ∈
V; V = {H1

u,H
1
φ}; à íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ a0 äîëæíà ïðèíàäëåæàòü

ïðîñòðàíñòâó Q = {Qu,Qφ}. Àíàëîãè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî ââåñòè è äëÿ äðóãèõ ñâÿçàííûõ çàäà÷ èç ãëàâû 1.

Â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà âûáèðàþòñÿ
êîíå÷íîìåðíûå ïî x ïðîñòðàíñòâà Vh ⊂ V, Qh = L2(0, T ; Vh), Qh ⊂
Q, è ðàçûñêèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ah0 ≈ a0, ah0 ∈ Qh,
óäîâëåòâîðÿþùåå (2.5) ïðè ∀w ∈ Vh.

Â ïðîñòðàíñòâå Vh ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ w = {w1, w2, ..., wk}
ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó, è äëÿ îòäåëüíîé êîìïîíåíòû wi òàêîå
ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

wi =
ni∑
j=1

Naij(x)Wij = N∗
ai(x) ·Wi, (2.7)

ãäå Naij(x) � áàçèñíûå ôóíêöèè; Wij � êîýôôèöèåíòû ïðè áàçèñíûõ
ôóíêöèÿõ; N∗

ai = ⌊Nai1, Nai2, ..., Naini⌋; Wi = {Wi1,Wi2, ...,Wini};
ñóììèðîâàíèÿ ïî i â (2.7) íåò.

Êàê âèäíî, ðàçìåðíîñòü áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Vh â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ ðàâíà nV h = n1+n2+...+nk. Êîìïîíåíòû ah0i âåêòîðà ïðèáëèæåííîãî
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ðåøåíèÿ ah0 òîãäà ìîæíî èñêàòü â ôîðìå

ah0i =
ni∑
j=1

Naij(x)A ij(t) = N∗
ai(x) ·A i(t), (2.8)

ãäå A i(t) = {A i1(t), A i2(t), ..., A ini(t)}; A ij(t) � íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè àïïðîêñèìàöèè.

Åñëè èç âåêòîðîâWi;A i(t) îáðàçîâàòü åäèíûå âåêòîðûW = {W1,W2,
...,Wk};A(t) = {A 1(t),A 2(t), ...,A k(t)}, òî èç (2.7), (2.8) ìîæíî ïîëó÷èòü
îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ w è ah0

w = N∗
a(x) ·W, ah0 = N∗

a(x) ·A(t), (2.9)

ãäå i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû áàçèñíûõ ôóíêöèéN∗
a èìååò ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ

ñòðóêòóðó: ⌊0, ...,0,N∗
ai,0, ...,0⌋. Çäåñü íóæíî îòìåòèòü, ÷òî âèä ìàòðèöû

N∗
a çàâèñèò îò âûáðàííîãî ñïîñîáà ñáîðêè âåêòîðîâ W è A èç Wi è Ai.
Ïîäñòàâèì (2.9) â (2.5) è ó÷òåì, ÷òî â èíòåãðàëüíûõ ôîðìàõ ρa, da,

ca è â ëèíåéíîì ôóíêöèîíàëå La âåëè÷èíû W è A(t) íå çàâèñÿò îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, à, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü âûíåñåíû
çà çíàêè èíòåãðàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ìàòðè÷íîé ôîðìå

W∗ · (M · Ä+C · Ȧ+K ·A) = W∗ · F (2.10)

ñ ìàòðèöàìè M, C, K è âåêòîðîì F, îïðåäåëÿåìûìè èç ρa, da, ca è La,
ñîîòâåòñòâåííî.

ÏîñêîëüêóW � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èçVh, òî èç (2.10) èìååì èòîãîâîå
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

M · Ä+C · Ȧ+K ·A = F. (2.11)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à, òî ê (2.11) íåîáõîäèìî
äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

A(0) = Asn, Ȧ(0) = Vsn (2.12)

ñ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè Asn, Vsn, êîòîðûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ
èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòèíóàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè ýòîì, åñëè
äëÿ îòäåëüíûõ áëîêîâ A i â óðàâíåíèè (2.11) îòñóòñòâóþò âòîðûå
ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, òî äëÿ ýòèõ áëîêîâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà èõ
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî t íå ñòàâÿòñÿ.

Èòàê, ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäó Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà
ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å Êîøè (2.11), (2.12) äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè. (Â (2.11) ïðåäñòàâëåíî nV h
ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò A ij(t).)

Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ òðè îñíîâíûõ òèïà äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷:
íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ è çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è (2.11), (2.12), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ñëîæíûìè è òðóäîåìêèìè. Åñëè âñå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ (âêëþ÷àÿ è
ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ) èçìåíÿþòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ
îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé f = ω/2π òàê, ÷òî F = F̃eiωt, è ðåøåíèå
óñòàíàâëèâàåòñÿ âî âðåìåíè ïî òîìó æå çàêîíó A = Ã eiωt, òî ìîæíî
îïóñòèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà

A = Ã eiωt, F = F̃eiωt (2.13)

â (2.11) äàåò
(−ω2M+ iωC+K) · Ã = F̃, (2.14)

ãäå Ã, F̃ � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû âåêòîðîâ ðåøåíèÿ è âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé.

Â ëèíåéíîé çàäà÷å (2.14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíîé àðèôìåòèêîé îòíîñèòåëüíî
êîìïëåêñíîãî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ Ã. Ïðè÷åì, åñëè äàæå çàòóõàíèÿ â
ñèñòåìå íåò, ò. å. C = 0, òî âåêòîð F̃ ìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîð Ã áóäåò êîìïëåêñíûì.

Çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ (2.14) ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ìíîãî ðàç, äâèãàÿñü ïî ÷àñòîòå ω â íåêîòîðîì èíòåðâàëå [ωb, ωe]. Â
ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êàêèå-òî õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ Ã
â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ω (÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè). Îñîáîå çíà÷åíèå
èìåþò ìàêñèìóìû ýòèõ õàðàêòåðèñòèê è ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ
ýòè ìàêñèìóìû. Òàêèå ÷àñòîòû íàçûâàþò ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè. Äëÿ
ïîèñêà âîçìîæíûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíóþ çàäà÷ó
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîãäà â (2.14) F̃ = 0 è îáû÷íî (íî íå âñåãäà)
C = 0.

Åñëè C = 0, F̃ = 0, òî (2.14) ïðèíèìàåò âèä:

ω2M · Ã = K · Ã. (2.15)

Â (2.15) íåèçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ÷àñòîòà ω è âåêòîð Ã, ïðè÷åì
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ Ã ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ω
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé, à Ã � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì èëè
ìîäîé êîëåáàíèé. Â ÷èñëåííîì àíàëèçå çàäà÷à (2.15) íàçûâàåòñÿ òàêæå
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îáîáùåííîé çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à â äîêóìåíòàöèÿõ ïî
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì êîìïëåêñàì � ìîäàëüíûì àíàëèçîì.

Ðåæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðè÷íîãî
ïó÷êà

(−ω2M+ iωC+K) · Ã = 0, (2.16)

ãäå òàêæå íàäî íàéòè ïàðû {ω, Ã}, ïðè êîòîðûõ (2.16) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, è
Ã ̸= 0.

Íàêîíåö, êðîìå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòàòè÷å-
ñêèå èëè ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, êîãäà â (2.11)A è F íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,
è â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ (2.11) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

K ·A = F. (2.17)

Êàê âèäíî, ìåòîä Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà ïðèâîäèò äèíàìè÷åñêèå è
ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ê ñòàíäàðòíûì çàäà÷àì ÷èñëåííîãî àíàëèçà, äëÿ
ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûå ñïåöèàëüíûå ÷èñëåííûå
ìåòîäû.

2.2. ÌÊÝ êàê âàðèàíò ìåòîäà Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà.

Îñíîâíûå èäåè ÌÊÝ

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà�
Ãàëåðêèíà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Vh è èõ áàçèñîâ,
ïîäõîäÿùèõ äëÿ îáëàñòåé äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ìåòîäà Áóáíîâà�
Ãàëåðêèíà, â êîòîðîì ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω
(òî÷íåå, Ωh ⊂ Ω) íà ïîäîáëàñòè Ωem ñòàíäàðòíûõ ôîðì ñ ïðîñòûìè
áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè.

Êàê îêàçàëîñü, â ðàìêàõ ÌÊÝ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ðÿä òåõíè÷åñêèõ ïðè-
åìîâ, äîïóñêàþùèõ èõ ïðèìåíåíèå è ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ñàìûõ
ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ê òàêèì îñíîâíûì îáùèì
ïðèåìàì ìîæíî îòíåñòè ïðîöåäóðû àíñàìáëèðîâàíèÿ, ó÷åòà ãëàâíûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé è âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ ïóòåì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âñå ýòî îáóñëîâèëî øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå
ÌÊÝ è åãî ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ â ìíîãî÷èñëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
êîìïëåêñàõ êàê îáùåãî, òàê è ñïåöèàëèçèðîâàííîãî íàçíà÷åíèÿ.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó èçëîæåíèÿ ÌÊÝ. Èìåþò-
ñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ìîíîãðàôèè, ãäå ÌÊÝ îñâåùàåòñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ [18, 22, 23], ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé [19] è
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ñ áîëüøèì óïîðîì íà ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ. Çà÷àñòóþ ïîäîáíîå ðàç-
äåëåíèå ïðîâåñòè çàòðóäíèòåëüíî [1, 6, 7, 17, 39, 40, 41]. Ðÿä ìîíîãðàôèé
îðèåíòèðîâàí íà ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ ìåõà-
íèêè [13, 30, 32]. Íàêîíåö, êðàéíå ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â
äîêóìåíòàöèè ïî êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ïðîãðàììíûì êîìïëåêñàì [25].

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó èçëîæåíèþ ÌÊÝ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ëàãðàíæåâûõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â R3. Ïóñòü Ωh ⊂ Ω, è èìååòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè Ωh

íà ñîâîêóïíîñòü îáëàñòåé ïðîñòîé ôîðìû � êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ωem, ò. å.
Ωh = ∪nelm=1Ω

em, ãäå m � íîìåð ýëåìåíòà, nel � îáùåå ÷èñëî îáëàñòåé Ωem.

Ñëàáûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà Ωh, çàìåíÿÿ â íèõ
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñ Ω íà Ωh è ñíîñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöó
Γh = ∂Ωh è åå ÷àñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè óñëîâèé (Γhu, Γhσ, è ò. ï.)

Â ñòðóêòóðó êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè âõîäÿò òàêæå åå óçëû.
Îòäåëüíûé óçåë õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì íîìåðîì j è êîîðäèíàòàìè xj =
{xj, yj, zj}. Êàæäûé êîíå÷íûé ýëåìåíò Ωem èìååò ñâîé íàáîð óçëîâ {xemr1 ,
xemr2 , ..., x

em
rn
}; xemrs ∈ Ωem; s = 1, 2, ..., n = nem; nem � ÷èñëî óçëîâ ýëåìåíòà.

Äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ óçëàìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ôèãóð Ωem. Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ âåðøèíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ
òàêæå íà ñòîðîíàõ è âíóòðè îáëàñòåé Ωem. Òàê, äëÿ ýëåìåíòîâ ñ êâàäðà-
òè÷íûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè óçëû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ è, îáû÷íî, íà
ñåðåäèíàõ ñòîðîí ôèãóð Ωem.

Íà ðèñ. 2.1 è 2.2 ïîêàçàíû äâóìåðíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè,
ñîñòîÿùèå èç òðåóãîëüíûõ è ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îáà âàðèàíòà
ñåòîê ïîñòðîåíû äëÿ îäíîé è òîé æå òâåðäîòåëüíîé ìîäåëè ñ îäèíàêîâûìè
ïàðàìåòðàìè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèé. Ïîýòîìó ïî÷òè âñå îáëàñòè
Ωem è èõ íîìåðà íà îáîèõ ðèñóíêàõ ñëåâà ñîâïàäàþò. Íà ðèñ. 2.1
ïðåäñòàâëåíû ïðîñòûå ýëåìåíòû áåç ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ, à íà ðèñ. 2.2 �
áîëåå ñëîæíûå ýëåìåíòû ñ óçëàìè â âåðøèíàõ è íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí. Êàê
âèäíî èç ðèñ. 2.2, á , ýëåìåíòû ñ ïðîìåæóòî÷íûìè óçëàìè ìîãóò èìåòü
êðèâîëèíåéíûå ñòîðîíû, ÷òî ïîçâîëÿåò èì áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü
èçîãíóòûå ãðàíèöû ïî ñðàâíåíèþ ñ ýëåìåíòàìè ñ óçëàìè òîëüêî â
âåðøèíàõ ýëåìåíòîâ.

Ñ êàæäûì óçëîì xj ñâÿæåì ñâîþ áàçèñíóþ ôóíêöèþ Nj(x), êîòîðàÿ
îáëàäàåò ðÿäîì âàæíûõ âçàèìîñâÿçàííûõ ñâîéñòâ.

1) Ôóíêöèÿ Nj(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âñåõ ýëåìåíòàõ Ωel,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò óçåë xj (êàê âíóòðè, òàê è íà ãðàíèöàõ Ωel).

2) Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî

Nj(xk) = δjk, (2.18)
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à) á)

Ðèñ. 2.1. Ïðèìåð 2D-ñåòêè ñ ýëåìåíòàìè áåç ñåðåäèííûõ óçëîâ:
ñ íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ (à) è ñ íóìåðàöèåé óçëîâ (á)

à) á)

Ðèñ. 2.2. Ïðèìåð 2D-ñåòêè ñ ýëåìåíòàìè ñ ñåðåäèííûìè óçëàìè:
ñ íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ (à) è ñ íóìåðàöèåé óçëîâ (á)

ò. å. áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ Nj(x) ðàâíà åäèíèöå â óçëå xj è íóëþ � âî âñåõ
îñòàëüíûõ óçëàõ.

3) Áàçèñíûå ôóíêöèè Nj(x) çàäàþòñÿ, âîçìîæíî, âìåñòå ñ ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè (ñì. äàëåå ï. 2.3) äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ïîëèíî-
ìèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè íåâûñîêîé ñòåïåíè.

4) Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîãëàñîâàííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê,
êîãäà ãðàíè÷àùèå äðóã ñ äðóãîì ýëåìåíòû Ωem èìåþò îáùèå óçëû è
ñòîðîíû è ñîïðèêàñàþòñÿ ìåæäó ñîáîé áåç ëàêóí è ïåðåêðûòèé, äëÿ
ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâûì òèïîì àïïðîêñèìàöèè íà ñòîðîíàõ è/èëè íà
ãðàíÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ C0-ãëàäêîñòü ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé â Ωh, è
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âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå ïîëíîòû
nnd∑
j=1

Nj(x) = 1, ∀x ∈ Ωh, (2.19)

ãäå nnd � îáùåå ÷èñëî óçëîâ.
Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê è áàçèñîâ îïðåäå-

ëÿþò ðÿä õîðîøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ÌÊÝ.
Ïîñêîëüêó îòäåëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè Nj(x) èìåþò íîñèòåëè (ò.å.

çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ, ãäå Nj(x) îòëè÷íû îò íóëÿ), ñâÿçàííûå ñ ìàëûì
÷èñëîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî ìàòðèöû ÌÊÝ K, C è M ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíî ðàçðåæåííûìè.

Òàê, íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíà áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ N9(x) äëÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêè, èäåíòè÷íîé ïðèâåäåííîé ðàíåå íà ðèñ. 2.1. Êîíå÷íûå
ýëåìåíòû, ãäå ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ çäåñü çàòåìíåíû. Êàê âèäíî, òîëüêî
äëÿ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ (ñ íîìåðàìè 7�10) ýòà ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, è
ñ ýòèìè ýëåìåíòàìè ñâÿçàíû ïÿòü óçëîâ (ñ íîìåðàìè 1, 2, 4, 8, 9). Ïîýòîìó,
íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è ñ îäíîé ñêàëÿðíîé íåèçâåñòíîé ïîëåâîé ôóíêöèåé
â ìàòðèöå K ðàçìåðà 25 × 25 (nnd = 25 � îáùåå ÷èñëî óçëîâ ìîäåëè)
â äåâÿòîé ñòðîêå áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ýëåìåíòû K91, K92, K94,
K98 è K99, à â äåâÿòîì ñòîëáöå � òîëüêî K19, K29, K49, K89 è K99. Ýòî
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé N9(x) íà Nl(x) ïðè
l ̸= {1, 2, 4, 8, 9} è ïðîèçâåäåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ
íà Ωh. Ñëåäîâàòåëüíî, è èíòåãðàëû îò ýòèõ ïðîèçâåäåíèé, îïðåäåëÿþùèå
êîìïîíåíòû ìàòðèöûK, áóäóò òàêæå ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
áóäåò çäåñü ñïðàâåäëèâ è äëÿ ìàòðèö C è M.

Èç ñâîéñòâà (2.18) ìîæíî óñòàíîâèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë íåèçâåñòíûõ â
âåêòîðå A. Çàïèñàâ ïðåäñòàâëåíèå (2.8) äëÿ êîìïîíåíòû ah0i ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ â óçëå x l, ïîëó÷àåì:

ah0i(x l, t) =
ni∑
j=1

Naij(x l)A ij(t) =
ni∑
j=1

δjlA ij(t) = A il(t). (2.20)

à) á)

Ðèñ. 2.3. Áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ áåç ñåðåäèííûõ óçëîâ:
ïðè íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ (à) è ïðè íóìåðàöèè óçëîâ (á)
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè Naij(x) äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â ÌÊÝ ìîæíî ïðèíÿòü îäèíàêîâûìè, ò. å.
Naij(x) = Nj(x).

Ôîðìóëà (2.20) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïîíåíòà A il âåêòîðà A åñòü
çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ah0i (ò. å. ïåðåìåùåíèé ux, uu, uz,
ïîòåíöèàëà φ è ò. ï.) â óçëå x l.

Êàê âèäíî èç (2.8), (2.20), ïîëåâàÿ ôóíêöèÿ ah0i(x, t) â îáëàñòè Ωh

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ÌÊÝ â âèäå

ah0i(x, t) =
ni∑
j=1

Nj(x)A ij(t) =
ni∑
j=1

Nj(x)ah0i(xj, t). (2.21)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ah0i(x, t) â Ωh áóäåò èçâåñòíîé, êàê òîëüêî
áóäóò âû÷èñëåíû åå çíà÷åíèÿ â óçëàõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Â ñâÿçè
ñ ýòèì çíà÷åíèÿ A ij(t) = ah0i(xj, t) íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû (ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â óçëå xj).

Îòìåòèì, ÷òî â ÌÊÝ âåêòîð íåèçâåñòíûõ A óäîáíî ñîáèðàòü ïî
óçëîâûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, è ýòîò ïîäõîä îòëè÷åí îò ñïîñîáà, îïèñàííîãî
â ï. 2.1 ïîñëå (2.8). Èìåííî, îáðàçóåì âåêòîð óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
And
j = {A1j, A2j, ..., Akj} ðàçìåðà k; à èç âåêòîðîâ And

j � ãëîáàëüíûé

âåêòîð óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû A = {And
1 ,A

nd
2 , ...,A

nd
j }. Òàêèì

îáðàçîì, ñ j-ûì íîìåðîì óçëà â ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè ñâÿçûâàþòñÿ k
ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ íîìåðàìè {k(j−1)+1, k(j−1)+2, ..., k(j−1)+k = kj}.

Ïîñêîëüêó
∫
Ωh
(...) dΩ =

∑
m

∫
Ωem(...) dΩ, è äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî

ýëåìåíòà èìååòñÿ íåáîëüøîå ÷èñëî nem óçëîâ è íåíóëåâûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé, òî êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû K, C, M è íåêîòîðûå
ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà F ìîæíî ñîáèðàòü èç ýëåìåíòíûõ ìàòðèö Kem,
Cem, Mem è âåêòîðîâ Fem

a ìàëûõ ðàçìåðîâ. Òàêîé ïîäõîä ôîðìèðîâàíèÿ
ãëîáàëüíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ îáúåêòîâ èç ýëåìåíòíûõ íàçûâàåòñÿ
ïðîöåäóðîé àíñàìáëèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò Ωem ñ óçëàìè xemrs , ãäå rs = rems � ãëîáàëüíûå
íîìåðà óçëîâ, s = 1, 2, ..., nem � ëîêàëüíûå íîìåðà. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëîáàëüíûìè è ëîêàëüíûìè íîìåðàìè
óçëîâ: f em(xemrs ) = s.

Ïóñòü JemL � ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ íîìåðîâ ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàçìåðíîñòè nemd = knem, ñîñòîÿùåå èç áëîêîâ {k(s− 1) + 1, k(s− 1) + 2,
..., k(s− 1) + k = ks}, s = 1, 2, ..., nem.

Â îáùåé (ãëîáàëüíîé) íóìåðàöèè ýòè æå ñòåïåíè ñâîáîäû èìåþò
íåêîòîðûå íîìåðà èç ìíîæåñòâà JemG , âêëþ÷àþùåãî ñîîòâåòñòâóþùèå
áëîêè {k(rems − 1) + 1, k(rems − 1) + 2, ..., k(rems − 1) + k = krems }.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ f em(xemrs ) = s ìîæíî ïîñòðîèòü è
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå gem: JemG → JemL , ïåðåâîäÿùåå äëÿ ýëåìåíòà Ωem

ãëîáàëüíûé íîìåð p ñòåïåíè ñâîáîäû èç JemG â ëîêàëüíûé íîìåð i èç JemL :

gem(p) = i; p ∈ JemG , i ∈ JemL ; p = rs. (2.22)

Ýëåìåíòíûå ìàòðèöû Kem, Cem, Mem ðàçìåðà nemd ×nemd è ýëåìåíòíûé
âåêòîð àêòèâíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé Fem

a îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì,
àíàëîãè÷íûì òåì, ïî êîòîðûì íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû ãëîáàëüíûõ ìàòðèö
K, C, M è âåêòîðà F. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåìíûå èíòåãðàëû
òåïåðü âû÷èñëÿþòñÿ ïî îáëàñòè Ωem, à ïîâåðõíîñòíûå � ïî ó÷àñòêàì
ãðàíèöû Γem = ∂Ωem. Êðîìå òîãî, â âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñòâóþò òîëüêî
áàçèñíûå ôóíêöèè Nj(x) äëÿ k ñòåïåíåé ñâîáîäû óçëà ýëåìåíòà j = rems ,
s = 1, 2, ..., nem.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîé íóìåðàöèè ãëîáàëüíûõ è ýëåìåíòíûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû ðàñøèðåííóþ ýëåìåíòíóþ ìàòðèöó Kem

G ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ôîðìóëå:

Kem
Gpq =

{
Kem
ij ; i = gem(p), j = gem(q); (p ∈ JemG ) ∧ (q ∈ JemG ),

0; (p /∈ JemG ) ∨ (q /∈ JemG ).
(2.23)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàäàòü ðàñøèðåííûå ìàòðèöû Cem
G , Mem

G è
ðàñøèðåííûé âåêòîð àêòèâíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé Fem

Ga.
Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî

K =
nel∑
m=1

Kem
G , C =

nel∑
m=1

Cem
G , M =

nel∑
m=1

Mem
G , F =

nel∑
m=1

Fem
Ga. (2.24)

Ôîðìóëû (2.24), îïðåäåëÿþùèå ïðîöåññ àíñàìáëèðîâàíèÿ, â ÌÊÝ
îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

K =
nel∑
m=1

a
Kem =

nel∑
m=1

Kem
G , (2.25)

è, àíàëîãè÷íî, äëÿ C, M è F.
Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå ðàñøèðåííûå ýëåìåíòíûå îáúåêòû Kem

G ,
Cem
G , Mem

G è Fem
Ga îáû÷íî ÿâíûì îáðàçîì íå ñòðîÿòñÿ. Âìåñòî ýòîãî â

öèêëå ïî íîìåðàì ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåññ (2.25) ôîðìèðîâàíèÿ
ãëîáàëüíûõ îáúåêòîâ èç ýëåìåíòíûõ ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ êîìïîíåíò
ýëåìåíòíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ ïðè èõ ñóììèðîâàíèè â ãëîáàëüíûå
îáúåêòû ïî (2.22), (2.23). Äàííûé ïðîöåññ àíñàìáëèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíî
ðåàëèçóåòñÿ â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ äëÿ ëþáûõ òèïîâ êîíå÷íûõ
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ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ýëåìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé
ñâîáîäû ñ óçëàõ.

Â ÌÊÝ â ðàìêàõ îáùåé ñòðàòåãèè ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ
ñåòîê óäîáíî çàäàâàòü êàê ïðèáëèæåííûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ah0, òàê è
àïïðîêñèìàöèè ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåìîé ôóíêöèè ahn, óäîâëåòâîðÿþùåé
íåîäíîðîäíûì ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì àï-
ïðîêñèìàöèþ äëÿ (2.4) è âòîðóþ ôîðìóëó èç (2.9), ïîìåòèâ äîïîëíèòåëüíî
Na(x) è A íèæíèì èíäåêñîì ¾0¿:

ah = ah0 + ahn, ah0 = N∗
a0(x) ·A0(t). (2.26)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà â Ωh ñîäåðæèò êàê
óçëû äëÿ ah0, òàê è óçëû äëÿ ahn, è ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîòèïíûõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ óçëîâ ìîæíî ïðèíÿòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ
àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ahn:

ahn = N∗
an(x) ·An(t). (2.27)

Òîãäà

ah = N∗
a0(x) ·A0(t) +N∗

an(x) ·An(t) = Ñ∗
a(x) · Ã(t), (2.28)

Ñ∗
a(x) = {N∗

a0(x),N
∗
an(x)}, Ã(t) = {A0(t),An(t)}. (2.29)

Çäåñü êîìïîíåíòû âåêòîðà An èçâåñòíû èç íåîäíîðîäíûõ ãëàâíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ahn èëè ah, ò. å. ìîæíî çàïèñàòü

An(t) = AΓ(t), (2.30)

ãäå AΓ(t) � èçâåñòíûé âåêòîð çíà÷åíèé êîìïîíåíò ïîëåâûõ ôóíêöèé ai â
ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ó÷àñòêîâ ñ ãëàâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ òðàíñôîðìàöèþ ñëàáûõ ïîñòàíîâîê (2.2), (2.3) â
(2.5), (2.6), ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå. Åñëè ôîðìóëèðîâàòü êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñåãî àíñàìáëÿ óçëîâ è êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ â Ωh áåç ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òî áóäåì èìåòü:

M̃ · ¨̃A+ C̃ · ˙̃A+ K̃ · Ã = F̃, (2.31)

M̃ =

[
M00 M0n

M∗
0n Mnn

]
, C̃ =

[
C00 C0n

C∗
0n Cnn

]
, K̃ =

[
K00 K0n

K∗
0n Knn

]
, (2.32)

Ã =

{
A0

An

}
, F̃ =

{
F0

Fn

}
. (2.33)
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Â (2.31)�(2.33) âåêòîðA0 ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì, à âåêòîðAn � èçâåñòåí
ïî (2.30). Íî èç (2.31)�(2.33) è (2.30) ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ
íåèçâåñòíîãî âåêòîðà A0:

M00 · Ä0+C00 · Ȧ0+K00 ·A0 = F0−M0n · ÄΓ−C0n · ȦΓ−K0n ·AΓ. (2.34)

Óðàâíåíèå (2.34) ñ ó÷åòîì ïåðåìåíû îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçó-
åìûì ðàíåå óðàâíåíèåì (2.11) ïðè àïïðîêñèìàöèè (2.27) äëÿ ahn. Íåêîòî-
ðîå íåóäîáñòâî ïåðåõîäà îò (2.31) ê (2.34) ñîñòîèò â èçìåíåíèè ïîðÿäêà è
ñòðóêòóðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ (ïðè ïåðåõîäå îò M̃ ê
M00 è ò. ï.)

Îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
ñîõðàíÿþùèé ïîðÿäêè ãëîáàëüíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ îáúåêòîâ ñîñòîèò
òîëüêî â èõ òðàíñôîðìàöèè, ïðèâîäÿùåé ê ñëåäóþùèì ðàçðåøàþùèì
óðàâíåíèÿì:

M̃t · ¨̃A+ C̃t · ˙̃A+ K̃t · Ã = F̃t, (2.35)

M̃t =

[
M00 0
0 0

]
, C̃t =

[
C00 0
0 0

]
, K̃t =

[
K00 0
0 Kd

nn

]
, (2.36)

Ã =

{
A0

An

}
, F̃t =

{
F0 −M0n · ÄΓ −C0n · ȦΓ −K0n ·AΓ

Kd
nn ·AΓ

}
, (2.37)

ãäå Kd
nn � äèàãîíàëüíûé áëîê, ñîñòàâëåííûé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ

äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû Knn.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëû (2.35)�(2.37) ýêâèâàëåíòû (2.34), (2.30).
Âòîðîé ñïîñîá (2.35)�(2.37) ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áîëåå

ïðîñò äëÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè, íåæåëè ïåðâûé ((2.34), (2.30)),
ïîñêîëüêó äëÿ íåãî íå íóæíî ìåíÿòü ðàçìåðû ãëîáàëüíûõ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ îáúåêòîâ.

Èòàê, ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ó÷åòà ãëàâíûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âíà÷àëå ñòðîèòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà áåç
ó÷åòà ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ôîðìèðóþòñÿ îáùèå ìàòðèöû ÌÊÝ è îñ-
íîâíûå ÷àñòè âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé, ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà ó÷åòà ãëàâíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ëèøü ê ïðåîáðàçîâàíèþ ïîñòðîåííûõ ìàòðèö
è âåêòîðîâ. Òàêèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññû ó÷åòà
ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ðàìêàõ îáùèõ êîíöåïöèé ÌÊÝ.

Çàâåðøàÿ îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ÌÊÝ îòìåòèì, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ïðîñòûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî è
ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè âû÷èñëÿòü ýëåìåíòíûå ìàòðèöû Kem, Cem,
Mem è âåêòîðû Fem

a , âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
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ýëåìåíòàì Ωem è èõ ãðàíèöàì ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë
íåâûñîêîãî ïîðÿäêà.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíûå ìàòðèöû ÌÊÝ
áóäóò, êàê ïðàâèëî, õîðîøî îáóñëîâëåíû, è ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
íå ñëèøêîì âîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè èõ ïîðÿäêà. Ìîæíî åùå
çàìåòèòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè è âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ çàäà÷ ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ìîùíûå
ñîâðåìåííûå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ (è íåëèíåéíûõ) ñèñòåì
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè çàäà÷ Êîøè è
ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ áîëüøèìè ðàçðåæåííûìè
ìàòðèöàìè.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ñâîäêà áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ îñíîâ-
íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ïàêåòàõ.

2.3. Áàçîâûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå
ýëåìåíòû äëÿ îäíîìåðíûõ, äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷.

Ïóñòü Ωem = Ωem
x � îáëàñòü â Rl, çàíèìàåìàÿ êîíå÷íûì ýëåìåíòîì ñ

íîìåðîì m. Çäåñü l = 1 äëÿ îäíîìåðíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, l = 2 äëÿ
äâóìåðíûõ ýëåìåíòîâ è l = 3 � äëÿ òðåõìåðíûõ; x = {x} ïðè l = 1,
x = {x, y} ïðè l = 2, x = {x, y, z} ïðè l = 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xemrs = xrs � íàáîð óçëîâ ýëåìåíòà ñ ãëîáàëüíîé
íóìåðàöèåé r1, r2, ..., rn. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî óçëîâ ó ýëåìåíòà
Ωem
x ðàâíî n = nem.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå x = x(ξ),

ξ ∈ Rl (ξ = {ξ} ïðè l = 1, ξ = {ξ, η} ïðè l = 2, ξ = {ξ, η, ζ} ïðè
l = 3), ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü Ωem

ξ â îáëàñòü Ωem
x .

Äëÿ êàíîíè÷åñêîé ôèãóðû èìååòñÿ íàáîð óçëîâ ξs ñ ëîêàëüíîé íóìåðàöèåé
s = 1, 2, ..., n.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðèáëèæåííóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ah(x, t) ∈ Rk,
ah = {ah1, ah2, ..., ahk}, ahi = ahi(x, t), i = 1, 2, ..., k. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íà ýëåìåíòå Ωem

x êàæäóþ ñêàëÿðíóþ êîìïîíåíòó ahi(x, t) ýòîé ôóíêöèè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ahi(x, t) = ahi(x(ξ), t) = ahi(ξ, t) =
n∑
s=1

Ns(ξ)A is(t), (2.38)
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ãäå Ns = Ns(ξ) � áàçèñíûå ôóíêöèè èëè ôóíêöèè ôîðìû êîíå÷íîãî
ýëåìåíòà; s = 1, 2, ..., n.

Íèæå äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî êàêàÿ-òî îäíà ïðèáëè-
æàåìàÿ ôóíêöèÿ ah ïðè ôèêñèðîâàííîì t, â ñèëó ÷åãî çàâèñèìîñòü îò
âðåìåíè áóäåì îïóñêàòü. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (2.38) áóäåì èñïîëüçîâàòü
óïðîùåííîå âûðàæåíèå

ah(x) =
n∑
s=1

Ns(ξ)A s. (2.39)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êàíîíè÷åñêîé ôè-
ãóðû Ωem

ξ íà îáëàñòü Ωem
x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

x = x(ξ) = Nem∗
x (ξ) ·Xem, (2.40)

ãäå äëÿ îäíîìåðíûõ ýëåìåíòîâ (l = 1)

Nem∗
x (ξ) = ⌊N1(ξ), N2(ξ), ..., Nn(ξ)⌋, (2.41)

Xem = {xr1, xr2, ..., xrn}, (2.42)

äëÿ äâóìåðíûõ ýëåìåíòîâ (l = 2)

Nem∗
x (ξ) =

[
N1 0 N2 0 ... Nn 0
0 N1 0 N2 ... 0 Nn

]
, (2.43)

Xem = {xr1, yr1, xr2, yr2, ..., xrn, yrn}, (2.44)

äëÿ òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ (l = 3)

Nem∗
x (ξ) =

 N1 0 0 N2 0 0 ... Nn 0 0
0 N1 0 0 N2 0 ... 0 Nn 0
0 0 N1 0 0 N2 ... 0 0 Nn

 , (2.45)

Xem = {xr1, yr1, zr1, xr2, yr2, zr2, ..., xrn, yrn zrn}. (2.46)

Êîíå÷íûå ýëåìåíòû âèäà (2.39)�(2.46) íàçûâàþòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêè-
ìè, ïîñêîëüêó â èõ õàðàêòåðèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå x = x(ξ) è íàáîðû áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ îáùèì ÷èñëîì n îäèíàêîâû
â àïïðîêñèìàöèè (2.39) ïîëåâîé ôóíêöèè ah è â ïàðàìåòðè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèÿõ (2.40)�(2.46).

Åñòåñòâåííî, ÷òî âàæíî ïîâåäåíèå ïîëÿ ah íå îò ξ, à îò x. Ïîýòîìó
îáû÷íî òðåáóåòñÿ âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
x = x(ξ) è ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ξ = ξ(x). Òîãäà èç
(2.39)�(2.46) áóäåì èìåòü çàâèñèìîñòü ah(x) = ah(ξ(x)). Çäåñü ñëåäóåò
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Ðèñ. 2.4. 1D ýëåìåíò ñ äâóìÿ óçëàìè: èñõîäíûé îòðåçîê (ñëåâà); êàíîíè÷åñêèé îòðåçîê
è áàçèñíûå ôóíêöèè (ñïðàâà)

îòìåòèòü, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé Ns(ξ) îáðàòíîå ê
(2.40) îòîáðàæåíèå ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä. Îäíàêî,
íåñìîòðÿ íà, âîçìîæíî, ñëîæíîå ïîâåäåíèå ïîëÿ ah(x) íà Ω

em
x , ýòà ôóíêöèÿ

îáû÷íî îáëàäàåò õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè.
Áàçèñíûå ôóíêöèè îñíîâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñîâîêóïíîñòè

ñîäåðæàò ïîëíûå ïîëèíîìû ïåðâîé èëè âòîðîé ñòåïåíè îò êàæäîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Ëèíåéíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò â âèäå îòðåçêà ñ äâóìÿ óçëàìè

Â ýòîì îäíîìåðíîì ýëåìåíòå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 2.4, n = nem = 2;
Ωem
x = [xr1, xr2]; xr1 < xr2; Ω

em
ξ = [−1, 1]; ξ1 = −1; ξ2 = 1.

Áàçèñíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

N1(ξ) =
1

2
(1− ξ), N2(ξ) =

1

2
(1 + ξ), (2.47)

èëè â åäèíîé çàïèñè

Ns(ξ) =
1

2
(1 + ξsξ), s = 1, 2. (2.48)

Ýëåìåíò îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ah êàê â
çàâèñèìîñòè îò ξ, òàê è îò x. (Ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî â ñèëó ëèíåéíîñòè
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ξ = ξ(x) ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè x = x(ξ).)

Êâàäðàòè÷íûé êîíå÷íûé ýëåìåíò â âèäå îòðåçêà ñ òðåìÿ óçëàìè

Äëÿ äàííîãî îäíîìåðíîãî ýëåìåíòà (ðèñ. 2.5) n = nem = 3; Ωem
x =

[xr1, xr3] = [xr1, xr2]∪[xr2, xr3]; xr1 < xr2 < xr3; Ω
em
ξ = [−1, 1] = [−1, 0]∪[0, 1];

ξ1 = −1; ξ2 = 0; ξ3 = 1.
Áàçèñíûå ôóíêöèè çäåñü êâàäðàòè÷íûå

N1(ξ) =
1

2
ξ(1− ξ), N2(ξ) = 1− ξ2, N3(ξ) =

1

2
ξ(1 + ξ), (2.49)
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Ðèñ. 2.5. 1D ýëåìåíò ñ òðåìÿ óçëàìè: èñõîäíûé îòðåçîê (ñëåâà); êàíîíè÷åñêèé îòðåçîê
è áàçèñíûå ôóêíöèè (ñïðàâà)

èëè â åäèíîé çàïèñè

Ns(ξ) =
1

2
(3ξ2s − 2)[ξ2s(1 + ξsξ)− (1− ξ2)], s = 1, 2, 3. (2.50)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ x = x(ξ)
âíóòðåííèé óçåë xr2 äîëæåí îòñòîÿòü îò êðàéíèõ óçëîâ xr1 è xr3 íà
ðàññòîÿíèè, áîëüøåì ÷åì hm/4, ãäå hm = xr3 − xr1 � äëèíà îòðåçêà.

Â îáùåé ñèòóàöèè ïîâåäåíèå ah îò x äàåòñÿ ñëîæíûì òðàíñöåíäåíòíûì
âûðàæåíèåì. Îäíàêî, åñëè âíóòðåííèé óçåë íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà,
ò.å. xr2 = (xr1 +xr3)/2, òî êâàäðàòè÷íîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå x =
x(ξ) âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíîå. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò äàåò êâàäðàòè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ah êàê ïî ξ, òàê è ïî x. Ïîýòîìó ïî÷òè âñåãäà óçåë
xr2 âûáèðàåòñÿ íà ñåðåäèíå îòðåçêà.

Òðåóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ òðåìÿ óçëàìè

Ôèãóðà Ωem
x íà ïëîñêîñòè Oxy èìååò ôîðìó òðåóãîëüíèêà ñ óçëàìè

xrs = {xrs, yrs}, s = 1, 2, 3, ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 2.6). Êàíîíè÷åñêàÿ ôèãóðà Ωem

ξ íà ïëîñêîñòè Oξη
(ξ = {ξ, η}) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì ñ êàòåòàìè, ðàâíûìè
1. Çäåñü n = 3; ξ1 = {0, 0}; ξ2 = {1, 0}; ξ3 = {0, 1}.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ôîðìû èñïîëüçóþòñÿ òðåóãîëüíûå êîîðäèíà-
òû èëè êîîðäèíàòû ïëîùàäè

Lr1(P ) =
S∆(Pr2r3)

S∆(r1r2r3)
, Lr2(P ) =

S∆(Pr3r1)

S∆(r1r2r3)
, Lr3(P ) =

S∆(Pr1r2)

S∆(r1r2r3)
, (2.51)

ãäå P = P (x) = P (x, y) � òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà, S∆(Prirj) � ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè P (x), xri, xrj .
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Ðèñ. 2.6. Òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ñ òðåìÿ óçëàìè:
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê (ñëåâà) è êàíîíè÷åñêèé òðåóãîëüíèê (ñïðàâà)

Ïðè ïîðÿäêå îáõîäà âåðøèí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

S∆(Prirj) =
1

2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x xi xj
y yi yj

∣∣∣∣∣∣ . (2.52)

Äëÿ êàíîíè÷åñêîé ôèãóðû Ωem
ξ òðåóãîëüíûå êîîðäèíàòû L(ξ) = L(ξ, η)

èìåþò î÷åíü ïðîñòîé âèä:

L1(ξ, η) = 1− ξ − η, L2(ξ, η) = ξ, L3(ξ, η) = η. (2.53)

Ýòè ôóíêöèè è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê áàçèñíûå, ò.å. äëÿ
òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ñ òðåìÿ óçëàìè èìååì:

Ns(ξ, η) = Ls(ξ, η), s = 1, 2, 3. (2.54)

Ýëåìåíò èìååò ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ïîëÿ ah êàê ïî ξ, òàê è ïî x,
à òðåóãîëüíûå êîîðäèíàòû Lrs(P ) ìîãóò áûòü ïðèíÿòû êàê áàçèñíûå
ôóíêöèè îò x, ò.å. Lrs(P ) = Ns(ξ(x)). Èç (2.52) âèäíî, ÷òî îïðåäåëÿåìûå
ïî (2.51) ôóíêöèè Lrs(P ) ëèíåéíû ïî x è y. Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé áûëè
ïðåäñòàâëåíû ðàíåå íà ðèñ. 2.3, åñëè ðàññìàòðèâàòü îäèí èç ýëåìåíòîâ.

×åòûðåõóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê Ωem
x íà ïëîñêîñòè Oxy ñ óçëàìè,

íàõîäÿùèìèñÿ â åãî âåðøèíàõ xrs = {xrs, yrs}, s = 1, 2, 3, 4,
ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 2.7).
Êàíîíè÷åñêàÿ ôèãóðà Ωem

ξ íà ïëîñêîñòè Oξη (ξ = {ξ, η}) ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì ñ öåíòðîì â òî÷êå {0, 0} è ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 2. Çäåñü
n = 4; ξ1 = {−1,−1}; ξ2 = {1,−1}; ξ3 = {1, 1}; ξ4 = {−1, 1}.
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Ðèñ. 2.7. ×åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè:
èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñëåâà) è êàíîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñïðàâà)

Ôóíêöèè ôîðìû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé (2.47) îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà, çàâèñÿùèõ îò ξ èëè îò η

N1(ξ, η) = (1− ξ)(1− η)/4, N2(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η)/4,
N3(ξ, η) = (1 + ξ)(1 + η)/4, N4(ξ, η) = (1− ξ)(1 + η)/4,

(2.55)

èëè â åäèíîé çàïèñè

Ns(ξ) = (1 + ξsξ)(1 + ηsη)/4, s = 1, 2, 3, 4. (2.56)

Êàê âèäíî èç (2.55), áàçèñíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî ξ
è η, ò.å. áèëèíåéíûìè. Ïîýòîìó ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ òàêæå áèëèíåéíûì
÷åòûðåõóãîëüíûì êîíå÷íûì ýëåìåíòîì ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ x = x(ξ)
òðåáóåòñÿ [22], ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë âûïóêëûì, ò.å. ÷òîáû âñå åãî
âíóòðåííèå óãëû ïðè âåðøèíàõ áûëè ìåíüøå π.

Ïîâåäåíèå ïîëÿ ah îò x çäåñü äîñòàòî÷íî ñëîæíîå, íî íà êàæäîé
ñòîðîíå îíî ëèíåéíîå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîïðèêîñíîâåíèå äâóõ áèëèíåéíûõ
÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî îáùåé ñòîðîíå ñ åäèíûìè óçëàìè
îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ïîëÿ ah(x). Ýòîò ýëåìåíò òàêæå ìîæåò
êîíòàêòèðîâàòü ïî îáùåé ñòîðîíå ñ òðåóãîëüíûì êîíå÷íûì ýëåìåíòîì
ñ òðåìÿ óçëàìè. Ïðè ýòîì òàêæå îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïîëÿ
ah(x) ïðè ïåðåõîäå îò áèëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ê ëèíåéíîìó
òðåóãîëüíèêó.

Äàííûé ýëåìåíò èìååò ïðîñòåéøóþ ôèãóðó, äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü âàæíîñòü èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Êàê èçâåñòíî, äëÿ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè è ñî ñòîðîíàìè, íå ïàðàëëåëüíûìè
êîîðäèíàòíûì îñÿì x è y, íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ah(x) = ah(x, y), îáåñïå÷èâàþùèå èõ íåïðåðûâíîñòü ïðè ïåðåõîäå îò
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Ðèñ. 2.8. Òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ñ øåñòüþ óçëàìè:
èñõîäíûé òðåóãîëüíèê (ñëåâà) è êàíîíè÷åñêèé òðåóãîëüíèê (ñïðàâà)

îäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ê äðóãîìó. Ýòà íåïðåðûâíîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ
èìåííî ïðè çàâèñèìîñòÿõ (2.39)�(2.46) ñ èçîïàðàìåòðè÷åñêèìè îòîáðàæå-
íèÿìè.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé, êàê è
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íàäî ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ñ óçëàìè íà ñòîðîíàõ
è êâàäðàòè÷íûå áàçèñíûå ôóíêöèè.

Òðåóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ øåñòüþ óçëàìè

Çäåñü òðåóãîëüíèê Ωem
x íà ïëîñêîñòè Oxy èìååò òðè óçëà â âåðøèíàõ

xrs = {xrs, yrs}, s = 1, 2, 3, à òàêæå åùå òðè óçëà xrs (s = 4, 5, 6)
íà ñòîðîíàõ (ðèñ. 2.8). Ñòîðîíû îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè ñ
óçëàìè xrs (s = 4, 5, 6) íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí. Îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ,
êàê, íàïðèìåð, ïðè êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèöàõ, ñòîðîíà ìîæåò îïèñûâàòüñÿ
êâàäðàòè÷íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñäâèíóòûì
ñåðåäèííûì óçëîì (ðèñ. 2.8).

Êàíîíè÷åñêèé òðåóãîëüíèê Ωem
ξ òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîãî

òðåóãîëüíèêà, íî ñ äîïîëíèòåëüíûìè óçëàìè ξ4 = {1/2, 0}; ξ2 =
{1/2, 1/2}; ξ3 = {0, 1/2}.

Áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà äàþòñÿ ôîðìóëàìè

Ns = (2Ls − 1)Ls, s = 1, 2, 3,
N4 = 4L1L2, N5 = 4L2L3, N6 = 4L1L3.

(2.57)

Ýëåìåíò îáåñïå÷èâàåò ïîëíóþ êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ah(ξ) ïî
ξ è η. Åñëè æå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðÿìîëèíåéíû, è óçëû xrs ïðè
s = 4, 5, 6 íàõîäÿòñÿ íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí, ïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì, è ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ïîëÿ ah(ξ(x)) è îò x, y. Ýëåìåíò îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ èìåííî â òàêîì âèäå.
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Ðèñ. 2.9. ×åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò ñ âîñåìüþ óçëàìè:
èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñëåâà) è êàíîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñïðàâà)

Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ (2.39), (2.40),
(2.43), (2.44) ñ (2.57), îïðåäåëÿåìàÿ ïîëîæåíèåì óçëîâ íà ñòîðîíå è
çíà÷åíèåì ñòåïåíåé ñâîáîäû â ýòèõ óçëàõ. Äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé ñòîðîíû
ñ óçëîì ïî ñåðåäèíå, åñòåñòâåííî, èìååì êâàäðàòè÷íîå ïîâåäåíèå ïî x äëÿ
ah.

×åòûðåõóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ âîñåìüþ óçëàìè

Ýòîò çíàìåíèòûé ýëåìåíò áûë ïðåäëîæåí À. Ýðãàòîóäèñîì, Á. Èðîíñîì
è Î. Çåíêåâè÷åì è íàçâàí ýëåìåíòîì ñåðåíäèïîâà òèïà [6, 7]. Òàêèå
ýëåìåíòû íå èìåþò óçëîâ âíóòðè îáëàñòè Ωem

x , íî äàþò òðåáóåìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåâûõ ôóíêöèé â âèäå ïîëèíîìîâ íóæíîé ñòåïåíè
(â ðàìêàõ èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà). Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíûé
êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ øåñòüþ óçëàìè ïî ýòîé òåðìèíîëîãèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ñåðåíäèïîâà òèïà.

Ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò èìååò ôîðìó ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ωem
x íà

ïëîñêîñòè Oxy ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè â âåðøèíàõ xrs = {xrs, yrs},
s = 1, 2, 3, 4. Åùå ÷åòûðå óçëà xrs (s = 5, 6, 7, 8) ðàñïîëàãàþòñÿ
íà ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ðèñ. 2.9). Îòíîñèòåëüíî ôîðìû ñòîðîí
çäåñü ñïðàâåäëèâû òå æå çàìå÷àíèÿ, ÷òî è äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ øåñòüþ
óçëàìè. Êàíîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê Ωem

ξ òîò æå êâàäðàò, ÷òî è äëÿ
÷åòûðåõóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè (ξ1 = {−1,−1};
ξ2 = {1,−1}; ξ3 = {1, 1}; ξ4 = {−1, 1}), íî ñ äîïîëíèòåëüíûìè óçëàìè
ξ5 = {0,−1}; ξ6 = {1, 0}; ξ7 = {0, 1}; ξ8 = {−1, 0}.
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Áàçèñíûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

N5(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η)/2, N6(ξ, η) = (1− η2)(1 + ξ)/2,
N7(ξ, η) = (1− ξ2)(1 + η)/2, N8(ξ, η) = (1− η2)(1− ξ)/2,
N1(ξ, η) = (1− ξ)(1− η)/4− (1/2)N5(ξ, η)− (1/2)N8(ξ, η),
N2(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η)/4− (1/2)N5(ξ, η)− (1/2)N6(ξ, η),
N3(ξ, η) = (1 + ξ)(1 + η)/4− (1/2)N6(ξ, η)− (1/2)N7(ξ, η),
N4(ξ, η) = (1− ξ)(1 + η)/4− (1/2)N7(ξ, η)− (1/2)N8(ξ, η).

(2.58)

Èëè â åäèíîé ôîðìå

Ns(ξ, η) =
1

4
(3ξ2sη

2
s − 2)[ξ2sη

2
s(1 + ξsξ)(1 + ηsη)−

−η2s(1− ξ2)(1 + ηsη)− ξ2s(1− η2)(1 + ξsξ)],
(2.59)

ãäå s = 1, 2, ..., 8, è óçëû ξs = {ξs, ηs} áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå.
Ýëåìåíò îáåñïå÷èâàåò êâàäðàòè÷íîå ïîâåäåíèå ïîëÿ ah ïî ξ è η

íà êàíîíè÷åñêîì êâàäðàòå. Â èñõîäíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïîëå ah(x)
âåäåò ñåáÿ ñëîæíûì îáðàçîì. Íî íà êàæäîé ñòîðîíå èçìåíåíèå ïîëÿ ah
òàêîå æå, êàê è äëÿ òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ñ øåñòüþ óçëàìè. Ïîýòîìó
÷åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò ñ âîñåìüþ óçëàìè ñîãëàñóåòñÿ ïî îáùåé ñòîðîíå
ñ îáùèìè óçëàìè ñ ñåáå ïîäîáíûì è ñ òðåóãîëüíûì øåñòèóçëîâûì
ýëåìåíòîì.

Ìíîãèå òðåõìåðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî
àíàëîãèè ñ äâóìåðíûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåì
òîëüêî îñíîâíûå ôîðìóëû ýëåìåíòîâ. Îïèñàíèå íà÷íåì ñ ýëåìåíòîâ áåç
ïðîìåæóòî÷íûõ ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ.

Òåòðàýäð ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè (Ðèñ. 2.10, ñëåâà)

Óçëû (âåðøèíû) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s =
1, 2, 3, 4.

Óçëû (âåðøèíû) êàíîíè÷åñêîãî òåòðàýäðà Ωem
ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ:

ξ1 = {0, 0, 0}, ξ2 = {1, 0, 0}, ξ3 = {0, 1, 0}, ξ4 = {0, 0, 1}.
Òåòðàýäðàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ êàíîíè÷åñêîãî òåòðàýäðà:

L1 = 1− ξ − η − ζ, L2 = ξ, L3 = η, L4 = ζ. (2.60)

Áàçèñíûå ôóíêöèè (Ls � òåòðàýäðàëüíûå êîîðäèíàòû):

Ns(ξ, η) = Ls(ξ, η), s = 1, 2, 3, 4. (2.61)
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Ðèñ. 2.10. Òåòðàýäð è ãåêñàýäð áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ:
òåòðàýäð ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè (ñëåâà); ãåêñàýäð ñ âîñåìüþ óçëàìè (ñïðàâà)

Ãåêñàýäð (¾êèðïè÷èê¿) ñ âîñåìüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.10, ñïðàâà)

Óçëû (âåðøèíû) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s =
1, 2, ..., 8.

Óçëû (âåðøèíû) êàíîíè÷åñêîãî ãåêñàýäðà Ωem
ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ:

ξ1 = {−1,−1,−1}, ξ2 = {1,−1,−1},
ξ3 = {1, 1,−1}, ξ4 = {−1, 1,−1},
ξ5 = {−1,−1, 1}, ξ6 = {1,−1, 1},
ξ7 = {1, 1, 1}, ξ8 = {−1, 1, 1}.

(2.62)

Áàçèñíûå ôóíêöèè:

Ns(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξsξ)(1 + ηsη)(1 + ζsζ), s = 1, 2, ..., 8. (2.63)

Ïðÿìàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ñ øåñòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.11, ñëåâà)

Óçëû (âåðøèíû) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s =
1, 2, ..., 6.

Óçëû (âåðøèíû) êàíîíè÷åñêîé ïðèçìû Ωem
ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ:

ξ1 = {0, 0,−1}, ξ2 = {1, 0,−1}, ξ3 = {0, 1,−1},
ξ4 = {0, 0, 1}, ξ5 = {1, 0, 1}, ξ6 = {0, 1, 1}. (2.64)

Áàçèñíûå ôóíêöèè:

Ns = Ls(1− ζ)/2, Ns+3 = Ls(1 + ζ)/2, s = 1, 2, 3, (2.65)

ãäå Ls � êîîðäèíàòû ïëîùàäè (2.51) äëÿ òðåóãîëüíèêà (L1(ξ, η) = 1−ξ−η,
L2(ξ, η) = ξ, L3(ξ, η) = η).
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Ðèñ. 2.11. Ïðèçìà è ïèðàìèäà áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ:
ïðèçìà ñ øåñòüþ óçëàìè (ñëåâà); ïèðàìèäà ñ ïÿòüþ óçëàìè (ñïðàâà)

Ïðèçìàòè÷åñêèé ýëåìåíò ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðåõìåðíûõ
çàäà÷ äëÿ òåë îáîáùåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ õî-
ðîøèå òðåõìåðíûå ñåòêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òðàíñëÿöèåé ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïëîñêèõ ñåòîê âäîëü îñè z (èëè êðèâîëèíåéíîé àíàëîãè÷íîé îñè).
Òîãäà ïðèçìàòè÷åñêèå ýëåìåíòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè òðàíñëÿöèè ïëîñêèõ òðå-
óãîëüíûõ ýëåìåíòîâ âäîëü ýòîé îñè. Êàê âèäíî èç (2.65), áàçèñíûå ôóíê-
öèè äëÿ øåñòèóçëîâîé ïðèçìû îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà íà
ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî ζ.

×åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ ïÿòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.11, ñïðàâà)

Óçëû (âåðøèíû) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s =
1, 2, ..., 5.

Ωem
ξ � êàíîíè÷åñêèé êóá â ïðîñòðàíñòâå ξηζ, íà âåðõíåé ãðàíè êîòîðîãî

âûáèðàåòñÿ ëèøü îäèí óçåë (âåðøèíà):

ξ1 = {−1,−1,−1}, ξ2 = {1,−1,−1},
ξ3 = {1, 1,−1}, ξ4 = {−1, 1,−1}, ξ5 = {0, 0, 1}. (2.66)

Áàçèñíûå ôóíêöèè:

N1 = (1− ξ)(1− η)(1− ζ)/8, N2 = (1 + ξ)(1− η)(1− ζ)/8,
N3 = (1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)/8, N4 = (1− ξ)(1 + η)(1− ζ)/8,
N5 = (1 + ζ)/2.

(2.67)

Ýëåìåíò â ôîðìå ïèðàìèäû îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ íåãî ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè x = x(ξ) êàíîíè÷åñêèé êóá Ωem

ξ

ïåðåâîäèòñÿ â ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó Ωem
x . Ýòî îòîáðàæåíèå,
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åñòåñòâåííî, íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ãðàíè
êóáà ζ = 1 ïåðåõîäÿò â îäíó âåðøèíó xr5. Òåì íå ìåíåå, îòìå÷åííàÿ
îñîáåííîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â îäíîé òî÷êå íå ìåøàåò
èñïîëüçîâàíèþ ýòîãî ýëåìåíòà íà ïðàêòèêå. Ïðèçìàòè÷åñêèé ýëåìåíò
íåîáõîäèì äëÿ ïåðåõîäà îò òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê ê ãåêñàýðàëüíûì, è
íàîáîðîò.

Îòíîñèòåëüíî ñåòîê èç îïèñàííûõ âûøå òåòðàýäðîâ, ãåñàýäðîâ, ïðèçì è
ïèðàìèä ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Âñå ýòè ýëåìåíòû ìîãóò áûòü
ñîñòûêîâàíû ìåæäó ñîáîé ñ ñîõðàíåíèåì íåïðåðûâíîñòè ïîëåâîé ôóíêöèè
ah(x) ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëåìåíòà ê äðóãîìó. Íåîáõîäèìî òîëüêî,
÷òîáû ýëåìåíòû èìåëè îáùèå ãðàíè è îáùèå åäèíûå óçëû íà ñòûêîâî÷íûõ
ãðàíÿõ.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé
ïðèìåíÿþòñÿ òðåõìåðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ äîïîëíèòåëüíûìè óçëàìè
íà ñòîðîíàõ.

Òåòðàýäð ñ äåñÿòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.12, ñëåâà)

Óçëû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s = 1, 2, ..., 10.

Óçëû êàíîíè÷åñêîãî òåòðàýäðà Ωem
ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ: ξ1 = {0, 0, 0},

ξ2 = {1, 0, 0}, ξ3 = {0, 1, 0}, ξ4 = {0, 0, 1}, ξ5 = {1/2, 0, 0}, ξ6 =
{1/2, 1/2, 0}, ξ7 = {0, 1/2, 0}, ξ8 = {0, 0, 1/2}, ξ9 = {1/2, 0, 1/2}, ξ10 =
{0, 1/2, 1/2}.

Áàçèñíûå ôóíêöèè (Ls � òåòðàýäðàëüíûå êîîðäèíàòû èç (2.60)):

Ns = (2Ls − 1)Ls, s = 1, 2, 3, 4;
N5 = 4L1L2, N6 = 4L2L3, N7 = 4L1L3,
N8 = 4L1L4, N9 = 4L2L4, N10 = 4L3L4.

. (2.68)

Ãåêñàýäð (¾êèðïè÷èê¿) ñ äâàäöàòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.12, ñïðàâà)

Óçëû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s = 1, 2, ..., 20.

Óçëû êàíîíè÷åñêîãî ãåêñàýäðà Ωem
ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ: (2.62) � äëÿ

s = 1, 2, ..., 8, è

ξ9 = {0,−1,−1}, ξ10 = {1, 0,−1}, ξ11 = {0, 1,−1},
ξ12 = {−1, 0,−1}, ξ13 = {−1,−1, 0}, ξ14 = {1,−1, 0},
ξ15 = {1, 1, 0}, ξ16 = {1,−1, 0}, ξ17 = {0,−1, 1},
ξ18 = {1, 0, 1}, ξ19 = {0, 1, 1}, ξ20 = {−1, 0, 1}.

(2.69)
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Ðèñ. 2.12. Òåòðàýäð è ãåêñàýäð ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè:
òåòðàýäð ñ äåñÿòüþ óçëàìè (ñëåâà); ãåêñàýäð ñ äâàäöàòüþ óçëàìè (ñïðàâà)

Áàçèñíûå ôóíêöèè:

Ns(ξ, η, ζ) =
1

8
(3ξ2sη

2
sζ

2
s − 2)[ξ2sη

2
sζ

2
s (1 + ξsξ)(1 + ηsη)(1 + ζsζ)−

−ξ2sη2s(1 + ξsξ)(1 + ηsη)(1− ζ2)− η2sζ
2
s (1 + ηsη)(1 + ζsζ)(1− ξ2)−

−ξ2sζ2s (1 + ξsξ)(1 + ζsζ)(1− η2)],

(2.70)

ãäå s = 1, 2, ..., 20.

Ïðÿìàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ñ ïÿòíàäöàòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.13,
ñëåâà)

Óçëû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s = 1, 2, ..., 15.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðèçìîé ñ 5 óçëàìè (ñì, (2.64), (2.65)) óçëû êàíîíè÷åñêîé
ïÿòíàäöàòèóçëîâîé ïðèçìû Ωem

ξ â ïðîñòðàíñòâå ξηζ è áàçèñíûå ôóíêöèè
ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå òðàíñëÿöèè øåñòèóçëîâîãî òðåóãîëüíîãî
ýëåìåíòà âäîëü îñè ζ îò −1 äî 1 è óìíîæåíèÿ åãî áàçèñíûõ ôóíêöèé íà
áàçèñíûå ôóíêöèè îäíîìåðíîãî ïî îñè ζ êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà.

×åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ òðèíàäöàòüþ óçëàìè (Ðèñ. 2.13,
ñïðàâà)

Óçëû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå: xrs = {xrs, yrs, zrs}, s = 1, 2, ..., 13.
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Ðèñ. 2.13. Ïðèçìà è ïèðàìèäà ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè:
ïðèçìà ñ ïÿòíàäöàòüþ óçëàìè (ñëåâà); ïèðàìèäà ñ òðèíàäöàòüþ óçëàìè (ñïðàâà)

Ωem
ξ � êàíîíè÷åñêèé êóá â ïðîñòðàíñòâå ξηζ, íà âåðõíåé ãðàíè êîòîðîãî

âûáèðàåòñÿ ëèøü îäèí óçåë (âåðøèíà):

ξ1 = {−1,−1,−1}, ξ2 = {1,−1,−1},
ξ3 = {1, 1,−1}, ξ4 = {−1, 1,−1},
ξ5 = {0,−1,−1}, ξ6 = {1, 0,−1},
ξ7 = {0, 1,−1}, ξ8 = {−1, 0,−1},
ξ9 = {−1,−1, 0}, ξ10 = {1,−1, 0},
ξ11 = {1, 1, 0}, ξ12 = {−1, 1, 0},
ξ13 = {0, 0, 1}.

(2.71)

Áàçèñíûå ôóíêöèè:

N1 = (1− ξ)(1− η)(−1− qξ − qη)q/4,
N2 = (1 + ξ)(1− η)(−1 + qξ − qη)q/4,
N3 = (1 + ξ)(1 + η)(−1 + qξ + qη)q/4,
N4 = (1− ξ)(1 + η)(−1− qξ + qη)q/4,
N5 = (1− ξ2)(1− η)q2/2, N6 = (1 + ξ)(1− η2)q2/2,
N7 = (1− ξ2)(1 + η)q2/2, N8 = (1− ξ)(1− η2)q2/2,
N9 = (1− ξ)(1− η)q(1− q), N10 = (1 + ξ)(1− η)q(1− q),
N11 = (1 + ξ)(1 + η)q(1− q), N12 = (1− ξ)(1 + η)q(1− q),
N13 = (1− q)(1− 2q), q = (1− ζ)/2.

(2.72)

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ x = x(ξ) çäåñü
ñïðàâåäëèâû òå æå çàìå÷àíèÿ, ÷òî è äëÿ ïèðàìèäû ñ ïÿòüþ óçëàìè.
Ïðèçìàòè÷åñêèé ýëåìåíò ñ òðèíàäöàòüþ óçëàìè òðåáóåòñÿ äëÿ ïåðåõîäà îò
òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê ê ãåêñàýðàëüíûì äëÿ ýëåìåíòîâ ñ ¾ñåðåäèííûìè¿
óçëàìè.

Äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè (òåòðàýäðîâ, ãåñàýäðîâ,
ïðèçì è ïèðàìèä) îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ah(x)
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ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëåìåíòà ê äðóãîìó. Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû äîëæíû
èìåòü îáùèå ãðàíè è îáùèå åäèíûå óçëû íà ñòûêîâî÷íûõ ãðàíÿõ (êàê â
âåðøèíàõ, òàê è íà ñòîðîíàõ).

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî êàê äâóìåðíûå, òàê è òðåõìåðíûå ýëåìåíòû
ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè íå ìîãóò ñòûêîâàòüñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ýëåìåíòàìè áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ áåç ïîòåðè ãàðàíòèè íåïðåðûâíîñòè
ïîëåâîé ôóíêöèè ah(x). ×òîáû ïåðåéòè îò ýëåìåíòà ñ ¾ñåðåäèííûìè¿
óçëàìè ê ýëåìåíòó áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü
ýëåìåíò ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè, óäàëèâ óçëû íà ñòîðîíàõ ñòûêîâî÷íîé
ïîâåðõíîñòè (äëÿ 2D ýëåìåíòîâ) èëè íà ãðàíè (äëÿ 3D ýëåìåíòîâ). Äëÿ
ýòîãî çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ¾ñåðåäèííûõ' óçëàõ äîëæíû áûòü
çàäàíû êàê ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèé ñòåïåíåé ñâîáîäû â óçëàõ,
ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà
ðàññìîòðåííûõ âûøå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è èõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ âñåõ áàçèñíûõ ôóíêöèé Ωem
ξ âûïîëíåíî óñëîâèå (2.18), ò.å. âñå

áàçèñíûå ôóíêöèè ðàâíû åäèíèöå â ñâîåì óçëå, è íóëþ � âî âñåõ
îñòàëüíûõ óçëàõ ýëåìåíòà.

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûïîëíåíî óñëîâèå
ïîëíîòû (2.19), ò.å ñóììà âñåõ ôóíêöèé ôîðìû ýëåìåíòà ðàâíà 1. Îòìåòèì,
÷òî óñëîâèå ïîëíîòû (2.19) äëÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (2.39)�
(2.46) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ïî x ôóíêöèÿ íà Ωem

x

ìîæåò áûòü ïî (2.39)�(2.46) ïðåäñòàâëåíà òî÷íî.

Çàäà÷è ê ãëàâå 2

2.1. Íà ðèñ. 2.1, á ïðèâåäåí ïðèìåð ñìåøàííîé ñåòêè èç òðåóãîëüíûõ è
÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ óçëàìè òîëüêî â âåðøèíàõ ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áóäåò â ïîñòðîåííîé äëÿ îäíîé ñêàëÿðíîé ïîëåâîé ôóíêöèè
ìàòðèöå K ðàçìåðà 25× 25 â ñòðîêå ñ íîìåðîì 17 ?

2.2. Íà ðèñ. 2.2, á ïðèâåäåí ïðèìåð ñìåøàííîé ñåòêè èç òðåóãîëüíûõ è
÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ óçëàìè, ðàñïîëîæåííûìè êàê â âåðøèíàõ ýëåìåíòîâ,
òàê è íà ñåðåäèíàõ èõ ñòîðîí. Ñêîëüêî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áóäåò â ïîñòðîåííîé äëÿ
îäíîé ñêàëÿðíîé ïîëåâîé ôóíêöèè ìàòðèöå K ðàçìåðà 71× 71 â ñòðîêå ñ íîìåðîì 29 ?

2.3. Îòâåòüòå íà òîò æå âîïðîñ, ÷òî è â çàäà÷å 2.2, íî îòíîñèòåëüíî ñòðîêè ìàòðèöû
K ñ íîìåðîì 18.

2.4.Îòâåòüòå íà òîò æå âîïðîñ, ÷òî è â çàäà÷å 2.2, íî îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà ìàòðèöû
M ñ íîìåðîì 69.

2.5.Îòâåòüòå íà òîò æå âîïðîñ, ÷òî è â çàäà÷å 2.2, íî îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà ìàòðèöû
M ñ íîìåðîì 68.
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2.6. Ïîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíûå êîîðäèíàòû L(ξ) íà êàíîíè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå
Ωem

ξ äåéñòâèòåëüíî èìåþò âèä (2.53), ò. å. âû÷èñëèòå èõ ïî ôîðìóëàì (2.51), (2.52) äëÿ
êàíîíè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè, ðàâíûìè 1.

2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâåäåíèå ïîëåâîé ôóíêöèè ah íà ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ 4 óçëàìè
ëèíåéíî íà ëþáîé ñòîðîíå êàê ïî ξ, òàê è ïî x. Êàêèìè èç çíà÷åíèé As (s = 1, 2, 3, 4)
èç (2.39) îïðåäåëÿåòñÿ ýòî ïîâåäåíèå?

2.8. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâåäåíèå ïîëåâîé ôóíêöèè ah íà òðåóãîëüíèêå ñ 6 óçëàìè
íà ñòîðîíå îïðåäåëÿåòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ. Òàêæå
ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòîðîíà ëèíåéíà, à óçåë íà ñòîðîíå íàõîäèòñÿ â åå ñåðåäèíå, òî
ýòî ïîâåäåíèå êâàäðàòè÷íî ïî x.

2.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâåäåíèå ïîëåâîé ôóíêöèè ah íà ñåðåíäèïîâîì ÷åòûðåõóãîëü-
íèêå ñ âîñåìüþ óçëàìè íà ñòîðîíå îïðåäåëÿåòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé
çàâèñèìîñòüþ. Òàêæå ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòîðîíà ëèíåéíà, à óçåë íà ñòîðîíå íàõîäèò-
ñÿ â åå ñåðåäèíå, òî ýòî ïîâåäåíèå êâàäðàòè÷íî ïî x.

2.10. Ïîñòðîéòå èçîïàðàìåòðè÷åñêèé òðåóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ ïÿòüþ
óçëàìè (òðè óçëà � â âåðøèíàõ êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, äâà � ïðîìåæóòî÷íûå íà
äâóõ êàòåòàõ), ïðîâåäÿ ðåäóêöèþ óçëà 5 íà ãèïîòåíóçå (Ðèñ. 2.8). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèòå â
ïðåäñòàâëåíèè ïîëåâîé ôóíêöèè A5 = (A2+A3)/2, à â ïàðàìåòðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè �
{x5 = (x2 + x3)/2, y5 = (y2 + y3)/2}. Ïîëó÷èòå âìåñòî (2.57) íîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè,
è ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé ýëåìåíò áóäåò îáåñïå÷èâàòü ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ïîëåâîé
ôóíêöèè ah íà ñòîðîíå ñ ðåäóöèðîâàííûì ïðîìåæóòî÷íûì óçëîì.

2.11. Ïîñòðîéòå èçîïàðàìåòðè÷åñêèé òðåóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ ïÿòüþ
óçëàìè (òðè óçëà � â âåðøèíàõ êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, îäèí ïðîìåæóòî÷íûé
óçåë � íà êàòåòå ξ = 0, à äðóãîé � íà ãèïîòåíóçå), ïðîâåäÿ ðåäóêöèþ óçëà 4 íà
êàòåòå η = 0 (Ðèñ. 2.8). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèòå â ïðåäñòàâëåíèè ïîëåâîé ôóíêöèè
A4 = (A1 + A2)/2, à â ïàðàìåòðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè � {x4 = (x1 + x2)/2, y4 = (y1 +
y2)/2}. Ïîëó÷èòå âìåñòî (2.57) íîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè, è ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé
ýëåìåíò áóäåò îáåñïå÷èâàòü ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ïîëåâîé ôóíêöèè ah íà ñòîðîíå ñ
ðåäóöèðîâàííûì ïðîìåæóòî÷íûì óçëîì.

2.12. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ñ
øåñòüþ óçëàìè ïðîâåñòè ðåäóêöèþ âñåõ òðåõ óçëîâ íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí ïî ìåòîäîëîãèè
çàäà÷ 2.10, 2.11, òî ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíûé òðåóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ òðåìÿ
óçëàìè.

à) á)

Ðèñ. 2.14. Ñåòêè èç ýëåìåíòîâ áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ è ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè:
òðåóãîëüíàÿ ñåòêà (à) è ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñåòêà (á)
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à) á)

Ðèñ. 2.15. Ñåòêè èç ýëåìåíòîâ áåç ¾ñåðåäèííûõ¿ óçëîâ:
òðåóãîëüíàÿ ñåòêà (à) è ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñåòêà (á)

2.13. Ïîñòðîéòå èçîïàðàìåòðè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ
ñåìüþ óçëàìè, ïðîâåäÿ â âîñüìèóçëîâîì ÷åòûðåõóãîëüíîì ýëåìåíòå ðåäóêöèþ
ïðîìåæóòî÷íîãî óçëà íà îäíîé ñòîðîíå ïî ìåòîäîëîãèè çàäà÷ 2.10, 2.11. Ïîëó÷èòå
âìåñòî (2.58) íîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè, è ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé ýëåìåíò áóäåò
îáåñïå÷èâàòü ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ïîëåâîé ôóíêöèè ah íà ñòîðîíå ñ ðåäóöèðîâàííûì
ïðîìåæóòî÷íûì óçëîì.

2.14. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà
ñ âîñåìüþ óçëàìè ïðîâåñòè ðåäóêöèþ âñåõ ÷åòûðåõ óçëîâ íà ñåðåäèíàõ ñòîðîí ïî
ìåòîäîëîãèè çàäà÷ 2.10, 2.11, òî ïîëó÷èòñÿ áèëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíûé êîíå÷íûé
ýëåìåíò ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè.

2.15. Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íûé ýëåìåíò â ôîðìå ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû
ñ øåñòüþ óçëàìè ñîâìåñòèì ïî áîêîâûì ÷åòûðåõóãîëüíûì ãðàíÿì ñ ïîäîáíûìè
ýëåìåíòàìè è ñ âîñüìèóçëîâûìè ãåêñàýäðàìè.

2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íûé ýëåìåíò â ôîðìå ïðÿìîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñ
øåñòüþ óçëàìè ñîâìåñòèì ïî òîðöåâûì òðåóãîëüíûì ãðàíÿì ñ ïîäîáíûìè ýëåìåíòàìè
è ñ ÷åòûðåõóçëîâûìè òåòðàýäðàìè.

2.17. Âûïèøèòå ôóíêöèè ôîðìû ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.13 (ñëåâà) ïðÿìîé
òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñ ïÿòíàäöàòüþ óçëàìè.

2.18. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç ëèíåéíûõ
òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.15, à, êîãäà íåêîòîðûå èç
óçëîâûõ âåðøèí ìåíüøèõ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ëåæàò íà ñòîðîíàõ äðóãèõ áîëüøèõ
ýëåìåíòîâ, íî íå ÿâëÿþòñÿ èõ óçëàìè? Îòâåò îáîñíóéòå.

2.19. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç áèëèíåéíûõ
÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.15, á , êîãäà íåêîòîðûå
èç óçëîâûõ âåðøèí ìåíüøèõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ëåæàò íà ñòîðîíàõ äðóãèõ
áîëüøèõ ýëåìåíòîâ, íî íå ÿâëÿþòñÿ èõ óçëàìè? Îòâåò îáîñíóéòå.

2.20. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç øåñòèóçëîâûõ
òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.16, à, êîãäà óçëîâûå âåðøèíû
îäíèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ñåðåäèííûìè óçëàìè äðóãèõ ýëåìåíòîâ? Îòâåò
îáîñíóéòå.

2.21. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç âîñüìèóçëîâûõ
÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.16, á , êîãäà óçëîâûå
âåðøèíû îäíèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ñåðåäèííûìè óçëàìè äðóãèõ
ýëåìåíòîâ? Îòâåò îáîñíóéòå.
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à) á)

Ðèñ. 2.16. Ñåòêè èç ýëåìåíòîâ ñ ¾ñåðåäèííûìè¿ óçëàìè:
òðåóãîëüíàÿ ñåòêà (à) è ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ñåòêà (á)

2.22. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç òðåõóçëîâûõ è
øåñòèóçëîâûõ òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.14, à? Îòâåò
îáîñíóéòå.

2.23. Îáåñïå÷èâàþò ëè íåïðåðûâíîñòü ïîëåâîé ôóíêöèè ñåòêè èç ÷åòûðåõóçëîâûõ
è âîñüìèóçëîâûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.14, á ?
Îòâåò îáîñíóéòå.



Ãëàâà 3

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ANSYS è

ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

3.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1. Ñòàòè÷åñêîå äåôîðìè-

ðîâàíèå ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ

ìíîãîýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì

Öåëü ðàáîòû

1. Èçó÷èòü îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè
â ANSYS APDL íà ïðèìåðå äâóìåðíîé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé è
ñ ìíîãîýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì (ôàéë ïðèìåðà: FE_Mod_CP_1.inp,
ñ. 103):
1.1. çàäàíèå êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà;
1.2. ýëåìåíòíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ çàäàíèÿ

àíèçîòðîïíûõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ;
1.3. èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê;
1.4. çàäàíèå ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà

íèõ.
2. Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå APDL ANSYS äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ñòà-
òè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ íåîäíîðîä-
íîé ïîëÿðèçàöèåé è ñ ìíîãîýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì.

3. Ïðîâåñòè ðàñ÷åòû, ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû è îôîðìèòü îò÷åò.
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3.1.1. Îïèñàíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé äèñê ðàäèóñà R è òîëùèíû H îòíåñåí ê
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Orz (0 ≤ r ≤ R, 0 ≤
z ≤ H) è íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ îñåñèììåòðè÷íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.
Â ñèëó îñåñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî åãî
ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå, ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäîëîãèåé ANSYS
îñü r ñ÷èòàåòñÿ îñüþ X, à îñü z � îñüþ Y .

Äèñê èìååò ÷åòûðå ýëåêòðîäèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 3.1): ýëåêòðîä
ñ íîìåðîì 1 ñ êîîðäèíàòàìè 0 ≤ X ≤ R1, Y = −H/2; ýëåêòðîä ñ
íîìåðîì 2 ñ êîîðäèíàòàìè 0 ≤ X ≤ R1, Y = H/2; ýëåêòðîä ñ íîìåðîì
3 ñ êîîðäèíàòàìè R2 ≤ X ≤ R, Y = −H/2; ýëåêòðîä ñ íîìåðîì 4 ñ
êîîðäèíàòàìè R2 ≤ X ≤ R, Y = H/2. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé äèñê âûïîëíåí
èç ïüåçîêåðàìèêè PZT-4, ïðè÷åì çîíû {0 ≤ X ≤ R1, −H/2 ≤ Y ≤ H/2 }
è {R1 ≤ X ≤ R2, −H/2 ≤ Y ≤ H/2 } ïîëÿðèçîâàíû âäîëü îñè Y , à çîíà
{R2 ≤ X ≤ R, −H/2 ≤ Y ≤ H/2 } ïîëÿðèçîâàíà ïðîòèâîïîëîæíî îñè Y
(ðèñ. 3.2).

à) á)

Ðèñ. 3.1. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé äèñê (à) ñ ÷åòûðüìÿ ýëåêòðîäàìè (á)

Ðèñ. 3.2. Ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî äèñêà
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Äèñê çàêðåïëåí ïî îñè Y â çîíå X = R, Y = 0, ò.å. uy = 0 ïðè X = R,
Y = 0, íà îñè X = 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè, à îñòàëüíûå
ïîâåðõíîñòè äèñêà ñâîáîäíû îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.

Äèñê äåôîðìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîäàâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
íàïðÿæåíèÿ íà ýëåêòðîäû: φ = −Vinp � íà ïåðâîì ýëåêòðîäå, φ = Vinp �
íà âòîðîì ýëåêòðîäå, φ = −Vinp � íà òðåòüåì ýëåêòðîäå, è φ = Vinp � íà
÷åòâåðòîì ýëåêòðîäå.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñìåùåíèÿ äèñêà â ðåçóëüòàòå äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ANSYS

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû ANSYS ñîäåð-
æèòñÿ â ôàéëå FE_Mod_CP_1.inp, ëèñòèíã êîòîðîãî ïðèâåäåí íèæå.
Ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âûïîëíåíèÿ â ïàêåòíîì ðåæèìå ANSYS
è ñíàáæåíà ïîäðîáíûìè êîììåíòàðèÿìè. Äðóãèå ïðèìåðû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè ñîäåðæàòñÿ â [13] è â äîêóìåíòàöèè ïî ANSYS:
Coupled-Field Guide, 2.14. Sample Piezoelectric Analysis (Batch or Command
Method), 2.16. Sample Electroelastic Analysis of a Dielectric Elastomer (Batch
or Command Method); Veri�cation Manual, ôàéëû Vm175.dat, Vm176.dat,
Vm231.dat, Vm237.dat (ññûëêè ïðèâåäåíû äëÿ ANSYS 11.0).

Íà÷èíàòü ðàáîòó ñ ïðîãðàììíûì êîìïëåêñîì ANSYS ëó÷øå ñ çàïóñêà
ANSYS Product Launcher (Ïóñê → Âñå ïðîãðàììû), ãäå ñëåäóåò çàäàòü
ñðåäó ìîäåëèðîâàíèÿ (Simulation Environment → ANSYS), âûáðàòü
ðàáî÷èé êàòàëîã, â êîòîðûé áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ âñå ðàáî÷èå ôàéëû ANSYS
(Working Directory) è çàäàòü íàçâàíèå ïðîåêòà (Job Name).

Âûïîëíåíèå êîìàíäíîãî ôàéëà (òåêñòîâûé ôàéë ñ ðàñøèðåíèåì .inp,
.dat èëè .txt), íàïèñàííîãî íà ÿçûêå APDL ANSYS îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïóíêòà ìåíþ File → Read Input from ... Â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ
êîìàíäíîãî ôàéëà ìîæíî êîïèðîâàòü áëîêè êîìàíä â êîìàíäíóþ ñòðîêó
è ñìîòðåòü íà ðåçóëüòàò èõ âûïîëíåíèÿ â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñîõðàíÿòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû! Êàæäûé
ðàç ïåðåä çàïóñêîì íîâûõ ðàñ÷åòîâ íàäî î÷èùàòü òåêóùóþ áàçó äàííûõ
(File → Clear and Start New).

Ëèñòèíã âõîäíîãî ôàéëà FE_Mod_CP_1.inp

! çíàê êîììåíòàðèÿ
! òåêñò ïîñëå çíàêà "!" èãíîðèðóåòñÿ â APDL ANSYS
! Ôàéë FE_Mod_CP_1.inp
! Òåñòîâàÿ çàäà÷à �1
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! ÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÀß ÇÀÄÀ×À
! ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÄÈÑÊ
! Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à

! Èíâåðòèðîâàíèå ôîíà ñ ÷åðíîãî íà áåëûé
/RGB,INDEX,100,100,100,0
/RGB,INDEX,0,0,0,15

! Çàãîëîâîê äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è ("ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé äèñê")
/TITLE, PIEZOELECTRIC DISC

! Ïàðàìåòðû äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (âñå - â ñèñòåìå ÑÈ)
H=0.002 ! òîëùèíà äèñêà
R=10*H ! ðàäèóñ äèñêà

! Âñïîìîãàòåëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû
R1=R/4 ! ðàäèóñ âíóòðåííåé ýëåêòðîäèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè
R23=R/4 ! ðàçìåð ïî ðàäèóñó äëÿ êîëüöåâîé ýëåêòðîäèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè

! Çíà÷åíèå ïîäàâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ýëåêòðîä
VINP=1

! Ïàðàìåòðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
SM=1 ! Ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü (scaling multiplier)
HDIV=8*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî òîëùèíå äèñêà
R1DIV=16*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò 0 äî R1
R12DIV=32*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò R1 äî R2
R23DIV=16*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò R2 äî R

! Ïàðàìåòðû äëÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ïüåçîêåðàìèêè PZT-4
! (âñå äàííûå - â ñèñòåìå ÑÈ)
RO=7.5e3 ! Ïëîòíîñòü
C11E=13.9e10 ! Óïðóãèå ìîäóëè C^E_ij
C12E=7.78e10
C13E=7.43e10
C33E=11.5e10
C66E=(C11E-C12E)/2.
C44E=2.56e10
E31=-5.2 ! Ïüåçîìîäóëè
E33=15.1
E15=12.7
EPS11=730 ! Äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, îòíåñåííûå ê
ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà
EPS33=635

/PREP7 ! Âõîä â ïðåïðîöåññîð (Preprocessor)
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! Çàíåñåíèå ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
! â ìàññèâû äàííûõ (äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è è
! ïüåçîêåðàìèêè, ïîëÿðèçîâàííîé ïî îñè)
MP,DENS,1,RO
TB,ANEL,1
TBDATA,1,C11E,C13E,C12E
TBDATA,7,C33E,C13E
TBDATA,12,C11E
TBDATA,16,C44E
TB,PIEZ,1
TBDATA,2,E31
TBDATA,5,E33
TBDATA,8,E31
TBDATA,10,E15
MP,PERX,1,EPS11
MP,PERY,1,EPS33

! 2D ÷åòûðåõóãîëüíûé ÊÝ ñ 8 óçëàìè äëÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷
ET,1,PLANE223,1001,,1 ! ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ÊÝ
! KEYOPT(1)=1001 - ñòåïåíè ñâîáîäû UX,UY,VOLT
! KEYOPT(3)=1 - îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à
noindent
R2=R-R23 ! Âñïîìîãàòåëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçìåð ïî ðàäèóñó

! Îïðåäåëåíèå îïîðíûõ òî÷åê
K,1,0,-H/2 ! Òî÷êà ñ íîìåðîì 1 (Keypoint) ñ êîîðäèíàòàìè X=0, Y=-H/2
K,2,R1,-H/2
K,3,R2,-H/2
K,4,R,-H/2
K,5,R,H/2
K,6,R2,H/2
K,7,R1,H/2
K,8,0,H/2

! Îïðåäåëåíèå ïðÿìûõ ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè
L,1,2 ! Ëèíèÿ (Line), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè 1 è 2
! Íîâàÿ ëèíèÿ áóäåò èìåòü íîìåð 1

L,2,3 $ L,3,4 ! Ëèíèè 2 è 3
! çíàê $ -- äëÿ ðàçäåëåíèÿ êîìàíä, çàïèñàííûõ â îäíîé ñòðîêå
L,4,5 $ L,5,6 $ L,6,7 $ L,7,8 $ L,8,1 $ L,6,3 ! Ëèíèè 4-9

! Ïîñòðîåíèå îáëàñòåé (ïëîùàäåé) ïî îïîðíûì òî÷êàì
! Òî÷êè äîëæíû áûòü ïåðå÷èñëåíû â ïîðÿäêå îáõîäà
A,1,2,3,6,7,8 ! Îáëàñòü (Area) 1
A,3,4,5,6 ! Îáëàñòü 2
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! Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íîìåðîì 11,
! ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî îñè z íà 180 ãðàäóñîâ
LOCAL,11,0,,,,180

CSYS,0 ! Ïåðåõîä â ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íîìåðîì 0
! (ãëîáàëüíóþ äåêàðòîâó)

! Çàäàíèå äëÿ îáëàñòè 2 ýëåìåíòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 11
! (äëÿ çàäàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè)
ASEL,S,AREA,,2 ! Âûáîð îáëàñòè 2 (ASEL - Area Select)
! AATT - çàäàíèå ñïåöèàëüíûõ àòðèáóòîâ
! äëÿ åùå íå ðàçáèòûõ íà ÊÝ îáëàñòåé
AATT,1,,1,11 ! 11 - íîìåð ýëåìåíòíîé ÑÊ äëÿ âûáðàííîé îáëàñòè
! íåîáÿçàòåëüíûå êîìàíäû
ASEL,S,AREA,,1
AATT,1,,1
ASEL,ALL ! âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ îáëàñòåé

! Ðàçáèåíèå ëèíèé äëÿ êàíîíè÷åñêîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
! Âàæíî: ñóììàðíîå ÷èñëî äåëåíèé äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ëèíèé
! îáëàñòè äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì!

! Âûáîð âñåõ âåðòèêàëüíûõ ëèíèé (ýòî ëèíèè L8, L9, L4)
LSEL,S,LINE,,8,9
LSEL,A,LINE,,4

! Äëÿ âñåõ âûáðàííûõ ëèíèé çàäàäèì ðàçáèåíèå íà
! îäíî è òî æå ÷èñëî ÷àñòåé
! Çàäàíèå ÷èñëà äåëåíèé äëÿ íåðàçáèòûõ ëèíèé
! LESIZE - Line Element Size
! Äëÿ âûáðàííûõ ëèíèé çàäàåòñÿ ÷èñëî äåëåíèé HDIV
LESIZE,ALL,,,HDIV

! Âûáîð ëèíèé ñ êîîðäèíàòîé 0<=X<=R1
LSEL,S,LOC,X,0,R1 ! ëèíèè L1 è L7
! Äëÿ âûáðàííûõ ëèíèé çàäàåòñÿ ÷èñëî äåëåíèé R1DIV
LESIZE,ALL,,,R1DIV

! Âûáîð ëèíèé ñ êîîðäèíàòîé R1<=X<=R2
LSEL,S,LOC,X,R1,R2 ! ëèíèè L2 è L6
! Äëÿ âûáðàííûõ ëèíèé çàäàåòñÿ ÷èñëî äåëåíèé R2DIV
LESIZE,ALL,,,R12DIV

! Âûáîð ëèíèé ñ êîîðäèíàòîé R2<=X<=R,
LSEL,S,LOC,X,R2,R ! ëèíèè L3 è L5
! Äëÿ âûáðàííûõ ëèíèé çàäàåòñÿ ÷èñëî äåëåíèé R23DIV
LESIZE,ALL,,,R23DIV
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LSEL,ALL ! Âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ ëèíèé

! Ïðåâðàùåíèå íåðåãóëÿðíîé îáëàñòè 1 â ðåãóëÿðíóþ
LCCAT,1,2 ! Êîíêàòåíàöèÿ ëèíèé L1 è L2
! Â ðåçóëüòàòå áóäåò ëèíèÿ L10

LCCAT,7,6 ! Êîíêàòåíàöèÿ ëèíèé L7 è L6
! Â ðåçóëüòàòå áóäåò ëèíèÿ L11

! Êëþ÷ ðàçáèåíèÿ (Mesh Key)
! (0 - ñâîáîäíîå ðàçáèåíèå, 1 - ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå)
MSHKEY,1 ! Ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå
! Ôîðìà ÊÝ (Mesh Shape):
! 1é àðãóìåíò - êëþ÷ ôîðìû ýëåìåíòîâ
! 2é àðãóìåíò - ðàçìåðíîñòü ìîäåëè
MSHAPE,0,2 ! ðàçáèåíèå íà ÷åòûðåõóãîëüíûå ÊÝ, 2D

AMESH,ALL ! Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè íà îáëàñòÿõ

FINISH ! Âûõîä èç ïðîöåññîðà

/SOLU ! Âõîä â ðåøàòåëü (Solution)
ANTYPE,STAT ! Âûáîð òèïà àíàëèçà
! STATic - ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è

! Îïðåäåëåíèå ýëåêòðîäîâ
! Âûáîð óçëîâ äëÿ ïåðâîãî ýëåêòðîäà
! ñ êîîðäèíàòàìè 0<=X<=R1, Y=-H/2
NSEL,S,LOC,Y,-H/2
NSEL,R,LOC,X,0,R1
! Îáúåäèíåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû VOLT âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ
! â ãðóïïó ñ íîìåðîì 1
CP,1,VOLT,ALL
! Çàäàíèå ïàðàìåòðà N_VOLT1
! (ìèíèìàëüíîãî íîìåðà óçëà èç ãðóïïû 1)
! Óçåë ñ íîìåðîì N_VOLT1 áóäåò ññûëî÷íûì óçëîì ãðóïïû 1
*GET,N_VOLT1,NODE,,NUM,MIN

! Âûáîð óçëîâ äëÿ âòîðîãî ýëåêòðîäà
! ñ êîîðäèíàòàìè 0<=X<=R1, Y=H/2
NSEL,S,LOC,Y,H/2
NSEL,R,LOC,X,0,R1
! Îáúåäèíåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû VOLT âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ
! â ãðóïïó ñ íîìåðîì 2
CP,2,VOLT,ALL
! Çàäàíèå ïàðàìåòðà N_VOLT2
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! (ìèíèìàëüíîãî íîìåðà óçëà èç ãðóïïû 2)
! Óçåë ñ íîìåðîì N_VOLT1 áóäåò ññûëî÷íûì óçëîì ãðóïïû 2
*GET,N_VOLT2,NODE,,NUM,MIN

! Âûáîð óçëîâ äëÿ òðåòüåãî ýëåêòðîäà
! ñ êîîðäèíàòàìè R2<=X<=R, Y=-H/2)
NSEL,S,LOC,Y,-H/2
NSEL,R,LOC,X,R2,R
! Îáúåäèíåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû VOLT âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ
! â ãðóïïó ñ íîìåðîì 3
CP,3,VOLT,ALL
! Çàäàíèå ïàðàìåòðà N_VOLT3
! (ìèíèìàëüíîãî íîìåðà óçëà èç ãðóïïû 3)
! Óçåë ñ íîìåðîì N_VOLT1 áóäåò ññûëî÷íûì óçëîì ãðóïïû 3
*GET,N_VOLT3,NODE,,NUM,MIN

! Âûáîð óçëîâ äëÿ ÷åòâåðòîãî ýëåêòðîäà
! ñ êîîðäèíàòàìè R2<=X<=R, Y=H/2
NSEL,S,LOC,Y,H/2
NSEL,R,LOC,X,R2,R
! Îáúåäèíåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû VOLT âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ
! â ãðóïïó ñ íîìåðîì 4
CP,4,VOLT,ALL
! Çàäàíèå ïàðàìåòðà N_VOLT4
! (ìèíèìàëüíîãî íîìåðà óçëà èç ãðóïïû 4)
! Óçåë ñ íîìåðîì N_VOLT1 áóäåò ññûëî÷íûì óçëîì ãðóïïû 4
*GET,N_VOLT4,NODE,,NUM,MIN

NSEL,ALL ! Âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ óçëîâ ìîäåëè

! Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ
D,N_VOLT1,VOLT,-VINP
D,N_VOLT2,VOLT,VINP
D,N_VOLT3,VOLT,-VINP
D,N_VOLT4,VOLT,VINP

! Óñëîâèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè OY
DL,8,,SYMM ! (íà ýòîé îñè ëåæèò ëèíèÿ 8)

! Óñëîâèå çàêðåïëåíèÿ ñðåäèííîé êðàéíåé òî÷êè ïî îñè Y
! Âûáîð óçëà ñ êîîðäèíàòàìè X=R, Y=0
NSEL,S,LOC,Y,0
NSEL,R,LOC,X,R

D,ALL,UY,0 ! Çàäàíèå îãðàíè÷åíèé UY=0 â óçëàõ

NSEL,ALL ! Âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ óçëîâ
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SOLVE ! Ðåøèòü ñèñòåìó ÌÊÝ
FINISH ! Âûõîä èç ïðîöåññîðà

/POST1 ! Âõîä â îáùèé ïîñòïðîöåññîð (General PostProcessor)
! Êîìàíäû, óïðàâëÿþùèå ôîðìàòîì ãðàôè÷åñêîãî âûâîäà
/SHOW,WIN32C
/TRIAD,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü íà÷àëà êîîðäèíàò è îñåé
! Èñïîëüçîâàòü ôîðìàò âûâîäà Auto-legend äëÿ ïîäïèñåé
/PLOPTS,INFO,2
/PLOPTS,LEG2,OFF
! Ëîãîòèï ANSYS íå ïîêàçûâàòü â ãðàôè÷åñêîì âèäå
/PLOPTS,LOGO,OFF
/PLOPTS,FRAME,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü ðàìêó
/PLOPTS,DATE,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü äàòó

! Âûâîä êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé UY PLNSOL,U,Y
PLNSOL,U,Y

Äàäèì äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè ê ïðîãðàììå.
Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû, ïàðàìåòðû òðèàíãóëÿöèè (îïðåäåëÿþùèå

ðàçìåðû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ), ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû çàäàþòñÿ â
âèäå ïîëüçîâàòåëüñêèõ ïàðàìåòðîâ. Äàëåå â ïðåïðîöåññîðå (âõîä â
ïðåïðîöåññîð îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìàíäîé /PREP7) ñ ïîìîùüþ êîìàíä
MP, TB, TBDATA çàäàþòñÿ ìàòðèöû óïðóãèõ ìîäóëåé, ïüåçîìîäóëåé
è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäû ïðè
ïðîâåäåíèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà â ANSYS ñîâñåì íå òðèâèàëüíû
è íóæäàþòñÿ â ïîäðîáíûõ îáúÿñíåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòå-
ðèàëîâ

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå â ðàçäåëå 1.3, ïüåçîýôôåêò íàáëþäàåòñÿ ëèøü
êðèñòàëëàõ, íå èìåþùèõ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå òåëà îáÿçàòåëüíî äîëæíû îáëàäàòü àíèçîòðîïíûìè
ñâîéñòâàìè. Â îáùåì ñëó÷àå â ANSYS äëÿ çàäàíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
ïëîòíîñòü ρ; ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó óïðóãèõ ìîäóëåé cEαβ; α, β = 1, ..., 6;

cEαβ = cEβα; ìàòðèöó ïüåçîìîäóëåé eiα; i = 1, 2, 3; α = 1, ..., 6; è

ìàòðèöó äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ϵSij; i, j = 1, 2, 3, êîòîðàÿ äëÿ
áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äàííûå îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ìîäóëåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë îáùåïðèíÿòû â ëèòåðàòóðå ïî
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ïüåçîýëåêòðè÷åñòâó è â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [3, 5, 11, 20, 32],
è èìåííî ýòè ìîäóëè ìîæíî íàéòè â ðàçëè÷íûõ ñïðàâî÷íèêàõ ïî
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ìàòåðèàëàì.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò òåíçîðíûõ âåëè÷èí cEijkl è eijk ê ìàòðè÷íûì

îáîçíà÷åíèÿì cEαβ è eiα îïèñàí â çàäà÷àõ 1.6 è 1.9. Îäíàêî, êàê îòìå÷àåòñÿ
â äîêóìåíòàöèè [25], â ANSYS èñïîëüçóåòñÿ íåñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå
êîìïîíåíò ìàòðèö cEαβ è eiα â âèäå îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ, îáëåã÷àþùåå
ïåðåõîä îò òðåõìåðíûõ çàäà÷ ê äâóìåðíûì. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàäàâàòü
è àëüòåðíàòèâíûå íàáîðû êîíñòàíò (çàäà÷à 1.13): óïðóãèå ïîäàòëèâîñòè
sEαβ, âû÷èñëåííûå ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; ïüåçîìîäóëè

äåôîðìàöèé diα è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ϵTij, âû÷èñëåííûå ïðè

ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè. Ïðè ýòîì, êîìïîíåíòû ìàòðèö sEαβ è diα òàêæå
ðàñïîëàãàþòñÿ â ANSYS íåñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Îïèøåì òåõíèêó îïðåäåëåíèÿ â ANSYS ìîäóëåé cEαβ è eiα áîëåå

ïîäðîáíî [13]. Ìîäóëè cEαβ çàäàþòñÿ â ôîðìå 6 × 6 ìàòðèöû (4 ×
4 � äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷). Â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèöû óïðóãèõ
ìîäóëåé çàïîëíÿåòñÿ òîëüêî åå âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ÷àñòü, ïðè÷åì ïðè
ñïåöèàëüíîì ðàñïîëîæåíèè êîýôôèöèåíòîâ:

cEANSYS,3D ↔

x y z xy yz xz
x cE11 cE12 cE13 cE16 cE14 cE15
y cE22 cE23 cE26 cE24 cE25
z cE33 cE36 cE34 cE35
xy cE66 cE46 cE56
yz sym cE44 cE45
xz cE55

(3.1)

cEANSYS,2D ↔

x y z xy
x cE11 cE12 cE13 cE16
y cE22 cE23 cE26
z cE33 cE36
xy sym cE66

(3.2)

Êîìïîíåíòû ìàòðèöû cEANSYS,3(2)D â ANSYS îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íî
êîìàíäàìè: TB,ANISO,MAT è TBDATA,STLOC,C1,C2, ...,C6; ãäå
MAT � íîìåð íàáîðà ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ, STLOC � íîìåð äëÿ íà÷àëà
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçìåùåíèÿ äàííûõ C1, C2, ..., C6 â îäíîìåðíîì
ìàññèâå äàííûõ. Ìàññèâ äàííûõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â (3.1),
(3.2), çàïîëíÿåòñÿ ïî ñòðîêàì (3.1) â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà ñ 21



3.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1 111

êîìïîíåíòîé: 

1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11

12 13 14 15
16 17 18

19 20
21

 (3.3)

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äàííûìè èç ìàññèâà, îïðåäå-
ëåííîãî TBDATA, è ìîäóëÿìè æåñòêîñòè cEαβ, ïðåäñòàâëåííîå â òàáëè-
öå 3.1.

Òàáëèöà 3.1. Ðàñïîëîæåíèå ìîäóëåé cEαβ â ìàññèâå TBDATA

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
cEαβ cE11 cE12 cE13 cE16 cE14 cE15 cE22 cE23 cE26 cE24 cE25
No. 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

cE33 cE36 cE34 cE35 cE66 cE46 cE56 cE44 cE45 cE55

Äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî òèïà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ
� ïüåçîêåðàìèêè, ïîëÿðèçîâàííîé â íàïðàâëåíèè îñè Oz, ìàòðèöà óïðóãèõ
ìîäóëåé èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó (ìàòåðèàë êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî
êëàññà 6mm [5])

cE =



cE11 cE12 cE13 0 0 0
cE11 cE13 0 0 0

cE33 0 0 0
cE44 0 0

sym cE44 0
cE66

 , (3.4)

ãäå cE66 = (cE11 − cE12)/2.

Ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ (3.1), (3.3), (3.4), íàõîäèì, ÷òî äëÿ òðåõìåðíûõ
çàäà÷ íåíóëåâûå ìîäóëè óïðóãîñòè ïüåçîêåðàìèêè, ïîëÿðèçîâàííîé â
íàïðàâëåíèè îñè Oz, â ìàññèâå TBDATA áóäóò èìåòü íîìåðà, óêàçàííûå
â òàáëèöå 3.2.

Òàáëèöà 3.2. Íåíóëåâûå ìîäóëè cEαβ ïüåçîêåðàìèêè â TBDATA äëÿ 3D-çàäà÷

No. 1 2 3 7 8 12 16 19 21
cEαβ cE11 cE12 cE13 cE11 cE13 cE33 cE66 cE44 cE44
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Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ (3.1)�(3.3), äîñòàòî÷íî
çàäàòü òîëüêî ïåðâûå 16 ïîçèöèé â îäíîìåðíîì ìàññèâå ìîäóëåé cEαβ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ çàäà÷
îáû÷íî óäîáíî ñ÷èòàòü â ðàáî÷åé ïëîñêîñòè Oxy îñü Oy íàïðàâëåíèåì
ïðåäâàðèòåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ïüåçîêåðàìèêè (ò.å. îñüþ z = (3) äëÿ
ìîäóëåé cEαβ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷
íåíóëåâûå ìîäóëè æåñòêîñòè ïüåçîêåðàìèêè â ìàññèâå TBDATA áóäóò
èìåòü íîìåðà, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 3.3.

Òàáëèöà 3.3. Íåíóëåâûå ìîäóëè cEαβ ïüåçîêåðàìèêè â TBDATA äëÿ 2D-çàäà÷

No. 1 2 3 7 8 12 16
cEαβ cE11 cE13 cE12 cE33 cE13 cE11 cE44

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàþòñÿ â ANSYS â íåñòàíäàðòíîì ôîðìàòå
è ïüåçîìîäóëè eiα. Ïüåçîìîäóëè ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå â
ìàòðèöàõ ðàçìåðà 6× 3 (4× 2 � äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷):

eANSYS,3D ↔

x y z
x e11 e21 e31
y e12 e22 e32
z e13 e23 e33
xy e16 e26 e36
yz e14 e24 e34
xz e15 e25 e35

, eANSYS,2D ↔

x y
x e11 e21
y e12 e22
z e13 e23
xy e16 e26

(3.5)

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîìàíäû TB,PIEZ,MAT ìàññèâ äàííûõ TBDATA
äëÿ ïüåçîìîäóëåé â ANSYS çàïîëíÿåòñÿ èç ìàòðèöû eANSYS,3D ïî
ñòðîêàì, êàê îäíîìåðíûé ìàññèâ ðàçìåðà 18. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äàííûìè èç ìàññèâà TBDATA è ïüåçîìîäóëÿìè eiα,
äåìîíñòðèðóåìîå â òàáëèöå 3.4, , ïðè÷åì äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî
çàäàòü êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè 1,2,4,5,7,8,10 è 11.

Òàáëèöà 3.4. Ðàñïîëîæåíèå ìîäóëåé eiα â ìàññèâå TBDATA

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
eiα e11 e21 e31 e12 e22 e32 e13 e23 e33
No. 10 11 12 13 14 15 16 17 18

e16 e26 e36 e14 e24 e34 e15 e25 e35
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Äëÿ ïüåçîêåðàìèêè, ïîëÿðèçîâàííîé â íàïðàâëåíèè îñè Oz, ìàòðèöà
ïüåçîìîäóëåé èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

e =

 0 0 0 0 e15 0
0 0 0 e15 0 0
e31 e31 e33 0 0 0

 . (3.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâûå ïüåçîìîäóëè ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
äëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ áóäóò èìåòü íîìåðà â ìàññèâå TBDATA,
ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 3.5.

Òàáëèöà 3.5. Íåíóëåâûå ìîäóëè eiα ïüåçîêåðàìèêè â TBDATA äëÿ 3D-çàäà÷

No. 3 6 9 14 16
eiα e31 e31 e33 e15 e15

Íàêîíåö, äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ çàäà÷ â
ñëó÷àÿõ, êîãäà â ïëîñêîñòè Oxy îñü Oy ÿâëÿåòñÿ îñüþ ïðåäâàðèòåëüíîé
ïîëÿðèçàöèè ïüåçîêåðàìèêè (ò.å. îñüþ z = (3) äëÿ ïüåçîìîäóëåé eiα),
íåíóëåâûå ïüåçîìîäóëè â ìàññèâå TBDATA áóäóò èìåòü íîìåðà, óêàçàííûå
â òàáëèöå 3.6.

Òàáëèöà 3.6. Íåíóëåâûå ìîäóëè eiα ïüåçîêåðàìèêè â TBDATA äëÿ 2D-çàäà÷

No. 2 5 8 10
eiα e31 e33 e31 e15

Ñóììèðóÿ èçëîæåííîå âûøå, äëÿ ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôðàãìåíòû ïðîãðàìì äëÿ ANSYS,
îïðåäåëÿþùèå íàáîðû ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò MAT ñ íîìåðîì 1 äëÿ
òðåõìåðíûõ (3D) è äâóìåðíûõ (2D) çàäà÷, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ïüåçîêåðàìèêà ñ÷èòàåòñÿ ïîëÿðèçîâàííîé â ïëîñêîñòè Oxy âäîëü îñè Oy:
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Ôðàãìåíò 1 (3D) Ôðàãìåíò 2 (2D)

MP,DENS,1,RHO MP,DENS,1,RHO
TB,ANEL,1 TB,ANEL,1
TBDATA,1,C11E,C12E,C13E TBDATA,1,C11E,C13E,C12E
TBDATA,7,C11E,C13E TBDATA,7,C33E,C13E
TBDATA,12,C33E TBDATA,12,C11E
TBDATA,16,C66E TBDATA,16,C44E
TBDATA,19,C44E TB,PIEZ,1
TBDATA,21,C44E TBDATA,2,E31
TB,PIEZ,1 TBDATA,5,E33
TBDATA,3,E31 TBDATA,8,E31
TBDATA,6,E31 TBDATA,10,E15
TBDATA,9,E33 MP,PERX,1,EPS11
TBDATA,14,E15 MP,PERY,1,EPS33
TBDATA,16,E15
MP,PERX,1,EPS11
MP,PERZ,1,EPS33

Çäåñü RHO = ρ; C11E = cE11 è ò. ï. Ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè
ïàðàìåòðàìè â ïðîãðàììå íà ÿçûêå APDL ANSYS è äîëæíû áûòü
îïðåäåëåíû ðàíåå. Êðîìå òîãî, â ïðåäñòàâëåííûõ ôðàãìåíòàõ ïðîãðàìì
äîáàâëåíû êîìàíäû MP, îïðåäåëÿþùèå ïëîòíîñòü è äèýëåêòðè÷åñêèå
ïðîíèöàåìîñòè ïüåçîêåðàìèêè.

Êàê âèäíî, îïðåäåëåíèå êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ
òðåáóåò äîñòàòî÷íûõ óñèëèé. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåííûõ
ôðàãìåíòàõ ïðîãðàìì äëÿ çàäàâàåìûõ íàáîðîâ êîíñòàíò îñè Oxy(z)
ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ýëåìåíòíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ïðîäîëæèì òåïåðü êîììåíòàðèè ê òåñòó ïðîãðàììû ðåøåíèÿ ìîäåëü-
íîé äâóìåðíîé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
òåëÿ ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé è ñ ìíîãîýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì.

Êîìàíäà ET,1,PLANE223,1001½1 çàäàåò ÷åòûðåõóãîëüíûé âîñüìèóç-
ëîâîé êîíå÷íûé ýëåìåíòPLANE223 ñ îïöèåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëè-
çà è îïöèåé îñåñèììåòðè÷íîñòè, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ âñå îòëè÷èÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è îò äâó-
ìåðíîé çàäà÷è î ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè èëè î ïëîñêîé äåôîð-
ìàöèè ñîñòîÿò òîëüêî â òðåòüåé îïöèè äàííîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. (Åñëè
çàïèñàòü ET,1,PLANE223,1001½ 0 òî áóäåò ðåøàòüñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à
î ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè.) Îäíàêî ANSYS ïðè ýòîé îïöèè áó-
äåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà,
êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì óðàâíåíèÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ èëè ïëîñêîé äåôîðìàöèè.



3.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1 115

Ïîñòðîåíèå òâåðäîòåëüíîé ìîäåëè ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî äèñêà

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè íà ÿçûêå APDL ANSYS òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü
èñõîäíîé îáëàñòè ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé îáû÷íî ñòðîèòñÿ ¾ñíèçó
ââåðõ¿, íà÷èíàÿ ñ ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå ïðîñòûõ îáúåêòîâ (Entities) �
îïîðíûõ òî÷åê (Keypoints) è çàêàí÷èâàÿ ïîñòðîåíèåì îáëàñòåé (Areas) äëÿ
äâóìåðíûõ çàäà÷ èëè îáúåìîâ (Volumes) äëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà K, ïåðâûì
àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íîìåð òî÷êè, à îñòàëüíûìè � êîîðäèíàòû
òî÷êè. Íàïðèìåð, êîìàíäà K,2,R1,-H/2 ñîçäàåò òî÷êó ñ íîìåðîì
2 è êîîðäèíàòàìè x = R1, y = −H/2, z = 0 (çíà÷åíèå ïî
óìîë÷àíèþ). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíèè (îáúåêò Line) ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà L. Íàïðèìåð, êîìàíäà L,2,3 ñîçäàåò ëèíèþ â
òåêóùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåæäó òî÷êàìè ñ íîìåðàìè 2 è 3. Ïðè ýòîì
ñîçäàâàåìûå ëèíèè íóìåðóþòñÿ â ïðîãðàììå àâòîìàòè÷åñêè, íà÷èíàÿ
ñ íàèìåíüøåãî äîñòóïíîãî íîìåðà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäû A è AL, â êîòîðûõ ñîçäàâàåìûå îáëàñòè òàêæå
íóìåðóþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Êîìàíäà AL ñòðîèò îáëàñòü ïî óêàçàííûì
ëèíèÿì, ïåðå÷èñëåííûì â ïîðÿäêå îáõîäà ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(â ïðîãðàììå íà ÿçûêå APDL ANSYS ìîæíî ïåðå÷èñëèòü íå áîëåå 10
ëèíèé), à êîìàíäà A àíàëîãè÷íî ñòðîèò îáëàñòü ïî óêàçàííûì îïîðíûì
òî÷êàì (ìîæíî ïåðå÷èñëèòü íå áîëåå 18 òî÷åê). Ïðè ýòîì, åñëè ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè îïðåäåëåíà ëèíèÿ, òî êîìàíäàA áóäåò èñïîëüçîâàòü åå ïðè
ïîñòðîåíèè îáëàñòè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â òåêóùåé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå
áóäåò ïîñòðîåíà íåäîñòàþùàÿ ëèíèÿ.

Ñîãëàñíî ðèñ. 3.2, â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè äèñêà ìîæíî âûäåëèòü
äâå çîíû ñ ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèåì ïîëÿðèçàöèè, ïîýòîìó òâåðäîòåëüíóþ
îñåñèììåòðè÷íóþ ìîäåëü äèñêà ìîæíî ñîñòàâèòü èç äâóõ îáëàñòåé. Íà
ðèñ. 3.3 ïîêàçàíû ïîñòðîåííûå îáëàñòè À1 è À2 ñ íàíåñåííûìè íîìåðàìè
îáëàñòåé è îïîðíûõ òî÷åê. (Ïóíêòû ìåíþ Plot → Areas ñ íóìåðàöèåé

Ðèñ. 3.3. Íóìåðàöèÿ îáëàñòåé ìîäåëè ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ äèñêà
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Ðèñ. 3.4. Ëèíèè ñ çàäàííûì ðàçáèåíèåì è îïîðíûå òî÷êè ìîäåëè ñå÷åíèÿ äèñêà

îáëàñòåé è òî÷åê PlotCtrls → Numbering → îòìåòèòü Area numbers,
Keypoint numbers.)

Ëèíèè è òî÷êè, ñîñòàâëÿþùèå îáëàñòè A1 è A2, ìîæíî óâèäåòü íà
ðèñ. 3.4 (ïóíêòû ìåíþ Plot→ Lines, ãäå ïðåäâàðèòåëüíî â Select→ Entities
âûáðàíû ëèíèè L1�L9 ñ íóìåðàöèåé ëèíèé è òî÷åê PlotCtrls → Numbering
→ îòìåòèòü Line numbers, Keypoint numbers). Çäåñü ïðÿìîóãîëüíàÿ
îáëàñòü A2 ïîñòðîåíà îáû÷íûì îáðàçîì èç ÷åòûðåõ ëèíèé L3, L4, L5,
L9 è ÷åòûðåõ òî÷åê 3, 4, 5, 6, ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû
äàííîé îáëàñòü ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäîâ. Îáëàñòü
A1 ñîñòîèò èç øåñòè òî÷åê 1, 2, 3, 6, 7, 8 è øåñòè ëèíèé L1, L2, L9,
L6, L7, L8. Äëÿ ýòîé îáëàñòè êàê âåðõíþþ, òàê è íèæíþþ ãðàíèöû
íóæíî ñòðîèòü èç äâóõ ëèíèé, ïðè÷åì îïîðíûå òî÷êè ëèíèé L1 è L7,
ìîäåëèðóþùèõ ýëåêòðîäû, äîëæíû ñîâïàäàòü ñ êîíöàìè ýëåêòðîäîâ. Ýòî
òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè íà
êîíöû ýëåêòðîäîâ ïîïàëè óçëû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäóåò îáðàòèòü
âíèìàíèå íà òî, ÷òî ëèíèÿ L9 ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ñìåæíûõ îáëàñòåé A1
è A2.

Çàäàíèå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè äëÿ îáëàñòåé ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî äèñêà

Âñå ââîäèìûå ðàíåå ìîäóëè cEαβ, eiα, ϵ
S
ij ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèà-

ëîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè, îïðåäåëåííûìè â êðèñòàëëîãðà-
ôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò Ox̃ỹz̃. Ýòè ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ êóñî÷íî-
îäíîðîäíûõ îáëàñòåé ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé îáëàñòè ê
äðóãîé, à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
îò òî÷êè ê òî÷êå. Ïîýòîìó ìîäóëè, îïðåäåëåííûå ðàíåå â êðèñòàëëîãðà-
ôè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox̃ỹz̃ ïåðåîáîçíà÷èì ÷åðåç c̃Eαβ, ẽiα, ϵ̃

S
ij. Â ðàñ-

÷åòíûõ ôîðìóëàõ äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö ôèãóðèðóþò òåíçîðíûå
âåëè÷èíû cE, e, ϵS ìîäóëåé, âû÷èñëåííûå â ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé
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Ðèñ. 3.5. Íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè P äëÿ îáëàñòåé ñå÷åíèÿ äèñêà

ôîðìå, è òîãäà â íèõ áóäóò ôèãóðèðîâàòü êîýôôèöèåíòû ìàòðèö cEαβ, eiα,

ϵSij, çàïèñàííûå òàêæå â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Â ANSYS èñïîëüçóåòñÿ èäåîëîãèÿ ýëåìåíòíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, êîãäà
äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñâîÿ ýëåìåíòíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò, è ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà c̃Eαβ, ẽiα, ϵ̃Sij è äð.
îïðåäåëÿþòñÿ â ýëåìåíòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî
ýëåìåíòà ANSYS ìîæåò ïåðåñ÷èòàòü ìîäóëè c̃Eαβ, ẽiα, ϵ̃

S
ij â ìîäóëè cEαβ,

eiα, ϵ
S
ij, ïðåäñòàâëåííûå â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòîò ïåðåñ÷åò

îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ó÷àñòèÿ ïîëüçîâàòåëÿ, åñëè äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
îïðåäåëåíû ñâîè ýëåìåíòíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îðèåíòàöèþ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox̃ỹz̃ äëÿ ïüå-
çîêåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ îïðåäåëÿåò âåêòîð ïîëÿðèçàöèè P. Èìåííî,
äëÿ ïüåçîêåðàìèêè, êàê äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, íà-
ïðàâëåíèå îñè Oz̃ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà P, à îñè Ox̃ è Oỹ
ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó P.

Äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ çàäà÷ óäîáíî ñ÷èòàòü îñü
Oỹ îñüþ ïðåäâàðèòåëüíîé ïîëÿðèçàöèè P â ðàáî÷åé ïëîñêîñòè Ox̃ỹ, è ïî-
ýòîìó â ANSYS äëÿ ïüåçîìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè ïîëÿðè-
çàöèè äîñòàòî÷íî çàäàòü äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé ýëåìåíòíûå ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, ïîâåðíóòûå íóæíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå (ñì. ðèñ. 3.5) íàïðàâëåíèå âåêòîðà
ïîëÿðèçàöèè P â îáëàñòè À1 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè Oy ãëîáàëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòîé
îáëàñòè íå òðåáóåòñÿ ââîäèòü ñïåöèàëüíóþ ýëåìåíòíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Äëÿ îáëàñòè À2 íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè P ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåíèþ îñè Oy ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó
äëÿ ýòîé îáëàñòè òðåáóåòñÿ çàäàòü ýëåìåíòíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
ñ îñüþ Oỹ, íàïðàâëåííîé âäîëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè, ò.å. îñü Oỹ
äîëæíà áûòü ïðîòèâîïîëîæíîé îñè Oy. Äëÿ ýòîãî èñõîäíóþ ýëåìåíòíóþ
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Ðèñ. 3.6. Ýëåìåíòíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò â îáëàñòÿõ ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ äèñêà

ñèñòåìó êîîðäèíàò íóæíî ïîâåðíóòü íà 180 ãðàäóñîâ îòíîñèòåëüíî
ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñëåäóþùèé áëîê êîìàíä
ñîçäàåò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàäàåò åå â êà÷åñòâå ýëåìåíòíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò ñîçäàâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì â îáëàñòè À2.

LOCAL,11,0,,,,180
ASEL,S,AREA,,2
AATT,1,,1,11

Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàí ïðèìåð êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ýëåìåíòíûìè
ñèñòåìàìè êîîðäèíàò ïðè áîëåå ãðóáîì ðàçáèåíèè, ÷åì â ïðèâåäåííîì
âûøå ôàéëå FE_Mod_CP_1.inp. (Ïóíêòû ìåíþ Plot → Elements, äëÿ
ïîêàçà çîí ïîëÿðèçàöèè ðàçíûì öâåòîì Plot Ctrls → Numbering →
Elem/Attrib numbering → âûáðàòü Element CS num, Numbering shown with
→ Colors only ñ ïîêàçîì íàïðàâëåíèé ýëåìåíòíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà
êàæäîì ýëåìåíòå PlotCtrls → Symbols, îòìåòèòü ESYS Element coordinate
sys).

Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò PLANE223 ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûì êîíå÷íûì
ýëåìåíòîì è ìîäåëèðóåìàÿ îáëàñòü ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ äèñêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì, à êîíêðåòíåå, ïðÿìîóãîëüíèêîì, òî ëîãè÷íî
èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðíîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðàçáèåíèå íà ÷åòûðåõóãîëü-
íèêè (äàæå � íà ïðÿìîóãîëüíèêè).

Â ANSYS ñóùåñòâóåò äâà òèïà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàçáèåíèÿ:
ðåãóëÿðíîå (Mapped Mesh) è ñâîáîäíîå (Free Mesh). Ñâîáîäíûì íàçûâàåòñÿ
ðàçáèåíèå, êîòîðîå íå èìååò îãðàíè÷åíèé íà ôîðìó ýëåìåíòîâ è
íå èìååò çàäàííîãî øàáëîíà ñåòêè. Îáû÷íî ñâîáîäíîå ðàçáèåíèå
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáëàñòåé è îáúåìîâ ñëîæíîé ôîðìû. Äëÿ ñâîáîäíîãî
ðàçáèåíèÿ äîñòàòî÷íî çàäàòü ñðåäíèé ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñâîáîäíîìó ðàçáèåíèþ ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé ôîðìîé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, òîëüêî
òðåóãîëüíèêè èëè òîëüêî ÷åòûðåõóãîëüíèêè â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ îáëàñòåé)
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Ðèñ. 3.7. Êîíêàòåíàöèÿ ëèíèé ìîäåëè ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ äèñêà

è çàäàííûì øàáëîíîì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ÷åòêèìè ¾ðÿäàìè¿
ýëåìåíòîâ. Ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå âûãîäíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáëàñòåé è
îáúåìîâ ïðîñòîé ôîðìû, èñïîëüçîâàíèå ðåãóëÿðíîãî ðàçáèåíèÿ ïîìîãàåò
çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòîâ, è îíî, êàê ïðàâèëî, áîëåå òî÷íîå,
÷åì ñðàâíèìîå ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ è óçëîâ ñâîáîäíîå ðàçáèåíèå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ÷åòûðåõóãîëüíîé
îáëàñòè íà ÷åòûðåõóãîëüíûå êîíå÷íûõ ýëåìåíòû, îáëàñòü äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü äâóì êðèòåðèÿì: 1) ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ ëèíèé, 2)
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû îáëàñòè äîëæíû áûòü ðàçáèòû íà îäèíàêîâîå
÷èñëî ÷àñòåé. Äëÿ îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç áîëåå, ÷åì ÷åòûðåõ ëèíèé,
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîíêàòåíàöèþ ñìåæíûõ ëèíèé, ÷òîáû ñîêðàòèòü
îáùåå ÷èñëî ëèíèé äî ÷åòûðåõ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ äèñêà âîçìîæíî
ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé òâåðäîòåëüíîé
ìîäåëè, ïðèãîäíûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåãóëÿðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè.
Íàïðèìåð, ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíóþ ëèíèþ ìîæíî òî÷êàìè
2 è 7 è ñîñòàâèòü òðè ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîÿëà
áû èç ÷åòûðåõ ëèíèé.

Ïðèíÿòûé çäåñü ñïîñîá ïîçâîëÿåò îáîéòèñü äâóìÿ îáëàñòÿìè, ïðè ýòîì
îáëàñòü A2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, à îáëàñòü A1 � íåðåãóëÿðíîé, òàê êàê
ñîñòîèò èç øåñòè ëèíèé. Äëÿ ïðåâðàùåíèÿ îáëàñòè A1 â ðåãóëÿðíóþ
äîñòàòî÷íî îáúåäèíèòü ìåæäó ñîáîé ëèíèè L1 è L2, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò
íèæíþþ ãðàíèöó îáëàñòè, à òàêæå ëèíèè L6 è L7, ñîñòàâëÿþùèå âåðõíþþ
ãðàíèöó îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò êîìàíäà LCCAT, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò
äâå ëèíèè â îäíó äëÿ ïîñëåäóþùåãî îáåñïå÷åíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðàçáèåíèÿ.
Åñëè òðåáóåòñÿ îáúåäèíèòü áîëåå äâóõ ëèíèé, òî â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
êîìàíäû LCCAT ñëåäóåò çàäàòü ALL. Ïðè ýòîì áóäóò îáúåäèíåíû
âñå ëèíèè, âûáðàííûå ðàíåå ñ ïîìîùüþ êîìàíäû âûáîðà ëèíèé LSEL.
Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè ñóììàðíîå ÷èñëî äåëåíèé íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ëèíèÿõ îáëàñòè
äîëæíî áûòü îäèíàêîâûì. Íà ðèñ. 3.7 ïîêàçàí ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ
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ëèíèé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö îáëàñòè A1. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå
ëèíèè L10 è L11 ñîõðàíÿþò çàäàííîå ñóììàðíîå ðàçáèåíèå ñîñòàâëÿþùèõ
èõ ëèíèé.

Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Êàê
îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 1.3, ìåòàëëèçèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè èëè ýëåêòðîäû
íà ïîâåðõíîñòíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ýêâèïîòåíöèàëü-
íûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ò.å. íà íèõ ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ(x, t) íå äîë-
æåí çàâèñåòü îò x, è äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.33)
èëè (1.34), (1.35).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýëåêòðîäèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü â ANSYS ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óçëû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè,
ïðèíàäëåæàùèå îòäåëüíîìó ýëåêòðîäó Γφj, ñâÿæåì â îäèí óçåë (coupled
DOF) êîìàíäîé CP. Äàëåå, äëÿ âûáðàííîãî ïî CP ïðåäñòàâèòåëÿ, íà-
ïðèìåð, óçëà ñ íîìåðîì N_VOLT, ìîæíî ëèáî çàäàòü çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëà V J = Vj ïî êîìàíäå D,N_VOLT,VOLT,VJ, ëèáî îïðåäåëèòü
ñóììàðíûé çàðÿä QJ = Qj êîìàíäîé F,N_VOLT,CHRG,QJ (äëÿ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ PLANE223, SOLID226, SOLID227) èëè êîìàíäîé
F,N_VOLT,AMPS,QJ (äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ PLANE13, SOLID5,
SOLID98).

Áëîê êîìàíä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû óçëîâ è çàäàíèÿ çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà íà ïåðâîì ýëåêòðîäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

NSEL,S,LOC,Y,-H/2
NSEL,R,LOC,X,0,R1
CP,1,VOLT,ALL
*GET,N\_VOLT1,NODE,,NUM,MIN
D,N\_VOLT1,VOLT,-VINP

Åñëè òðåáóåòñÿ çàäàòü ñâîáîäíûé ýëåêòðîä, ò. å. âûïîëíèòü óñëîâèÿ
(1.34), (1.35) ñ Qj = 0, òî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ãðóïïó êîìàíäîé CP,
íî íå èñïîëüçîâàòü êîìàíäó D.

Ìåõàíè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå
íóæíî ïîñòàâèòü óñëîâèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ (îñè Oy)
è óñëîâèå çàêðåïëåíèÿ ñðåäíåé êðàéíåé òî÷êè ïî îñè Oy.

Îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíè ñâîáîäû (äëÿ ýëåìåíòà PLANE223 c îïöèåé
ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà KEYOPT(1) = 1001 èõ òðè: UX, UY,
VOLT) çäåñü ìîæíî çàäàòü ëèáî ñ ïîìîùüþ êîìàíäû D, êîòîðàÿ çàäàåò
îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíè ñâîáîäû íà óçëàõ, ëèáî ñ ïîìîùüþ êîìàíäû DL,
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êîòîðàÿ çàäàåò îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíè ñâîáîäû íà ëèíèÿõ. Ñëåäóåò èìåòü
â âèäó, ÷òî âñå ¾òâåðäîòåëüíûå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò ïðåîáðàçîâàíû
â ¾êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ïðè ýòîì, ¾òâåðäîòåëüíûå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà çàäàííîé ëèíèè èìåþò
ïðèîðèòåò íàä ¾êîíå÷íî-ýëåìåíòíûìè¿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà óçëàõ
òîé æå ëèíèè.

Óñëîâèå ñèììåòðèè ìîæíî çàäàòü êàê ñ ïîìîùüþ êîìàíäû DL, òàê è ñ
ïîìîùüþ êîìàíäû D. Â êîìàíäå DL ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïöèþ SYMM
(êàê ýòî ñäåëàíî â ïðèìåðå: DL,8½SYMM). Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âûáðàòü íóæíûå óçëû è âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé D. Âûáðàòü
óçëû, ëåæàùèå íà ëèíèè L8, ìîæíî ñ ïîìîùüþ êîìàíä

LSEL,S,LINE,,8
NSLL,S,1

ãäå ïîñëåäíÿÿ êîìàíäà îáåñïå÷èâàåò âûáîð óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
âûáðàííûì ëèíèÿì, à åå âòîðîé àðãóìåíò ñîäåðæèò êëþ÷ âûáîðà
âíóòðåííèõ óçëîâ (0 � âûáîð òîëüêî âíóòðåííèõ óçëîâ, 1 � âûáîð
âíóòðåííèõ è âíåøíèõ óçëîâ).

Êîìàíäà D,ALL,UX,0 çàäàåò äëÿ âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ ðàâåíñòâî
íóëþ êîìïîíåíòû UX âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Àíàëîãè÷íî êîìàíäà D,ALL,UY,0 áóäåò çàäàâàòü
äëÿ âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ ðàâåíñòâî íóëþ êîìïîíåíòû UY âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé, ÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Îòìåòèì, ÷òî êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, â ðàññìàòðèâàåìîé îñåñèììåòðè÷-
íîé çàäà÷å â ANSYS óñëîâèÿ ñèììåòðèè íà ëèíèè x = 0 áóäóò îáåñïå÷è-
âàòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è êîìàíäà DL,8½SYMM â ïðèìåðå ïðèâåäåíà äëÿ
íàäåæíîñòè.

Óñëîâèå æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ çàäàííûõ óçëîâ
âåêòîð ïåðåìåùåíèé ðàâåí íóëþ, ò. å. â ñëó÷àå ïëîñêîé çàäà÷è UX=0 è
UY=0. Ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê êîìàíä áóäåò èìåòü âèä

D,ALL,UX,0
D,ALL,UY,0

Ïðè ýòîì â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî çàêðåïëåíèå
ïî îñè Oy, ò. å. UY=0.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî äèñêà ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.8 (ïóíêòû ìåíþ Plot → Elements, äëÿ
îòîáðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé PltCtrls → Symbols → îòìåòèòü All
applied BC).
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Ðèñ. 3.8. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ïðîñìîòð ðåçóëüòàòîâ

Â ïîñòïðîöåññîðå ANSYS ìîæíî âûâåñòè íà ýêðàí ïîëó÷åííûå ïîñëå
ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé çàäà÷è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå ïåðåìåùåíèÿ ïî ìåíþ:

• General Postproc → Plot Results → Deformed Shape (äåôîðìèðîâàííàÿ
ôîðìà);

• General Postproc→ Plot Results→ Contour Plot→ Nodal Solu. . . → DOF
Solution →

� X-Component of displacement (äëÿ èçîáðàæåíèÿ êàðòèíû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïåðåìåùåíèé ux);

� Y-Component of displacement (äëÿ èçîáðàæåíèÿ êàðòèíû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïåðåìåùåíèé uy);

� Displacement vector sum (äëÿ âûâîäà ìîäóëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé);

� Electric potential (äëÿ âûâîäà ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà);

• General Postproc → Plot Results → Vector Plot → Prede�ned →
� DOF solution → Translation U (äëÿ âûâîäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé);

� Flux & gradient → Elec �eld EF (äëÿ âûâîäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîì-
ïîíåíò íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ è âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ñîõðàíèòü ïîëó÷åííûå ðèñóíêè ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

• Plot Ctrls → Hard Copy → To File. Áóäåò îòêðûòî îêíî Graphics Hard
Copy. Çäåñü ìîæíî óêàçàòü öâåòîâóþ øêàëó (Monochrome, Gray Scale,
Color), ðàñøèðåíèå ãðàôè÷åñêîãî ôàéëà (.bmp, postscript, .ti�, .jpeg, .png),
îòìåòèòü Reverse Video äëÿ èíâåðòàöèè ÷åðíîãî è áåëîãî öâåòîâ, çàäàòü
èìÿ ôàéëà. Ïðè ýòîì ðèñóíîê áóäåò ñîõðàíåí ñ èíâåðòàöèåé ôîíà ñ
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Ðèñ. 3.9. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé UY

÷åðíîãî íà áåëûé â ðàáî÷åé äèðåêòîðèè ANSYS, óêàçàííîé ïðè çàïóñêå
ïðîãðàììû.
• Plot Ctrls → Redirect Plots → To JPEG File ... Áóäåò îòêðûòî îêíî
Redirect Plots to JPEG, ãäå ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû ñîõðàíåíèÿ
ãðàôè÷åñêîãî ôàéëà (Color èëè Monochromatic, Quality è ò.ä.) è ñîõðàíèòü
ôàéë â ôîðìàòå JPEG. Àíàëîãè÷íî âìåñòî To JPEG File... ìîæíî âûáðàòü
îêíà ñîõðàíåíèÿ êàðòèíîê â äðóãèõ ãðàôè÷åñêèõ ôîðìàòàõ.
• PlotCtrls → Capture Image. Ðèñóíîê áóäåò îòêðûò â íîâîì îêíå. Ïóíêòû
ìåíþ File → Save as... ïîçâîëÿò ñîõðàíèòü ðèñóíîê â âûáðàííîé ïàïêå áåç
èíâåðòàöèè ôîíà êàê ãðàôè÷åñêèé ôàéë ñ ðàñøèðåíèåì .bmp).
• PlotCtrls → Write Meta�le. Ðåêîìåíäóåòñÿ âûáðàòü Invert White/Black
äëÿ èíâåðòàöèè ôîíà ñ ÷åðíîãî íà áåëûé. Ðèñóíîê ìîæíî ñîõðàíèòü â
âûáðàííîé ïàïêå êàê ìåòàôàéë ôàéë ñ ðàñøèðåíèåì .emf èëè .wmf.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ â ANSYS 11.0 ïî ïðîãðàììå, ñîäåðæàùåé-
ñÿ â ôàéëå FE_Mod_CP_1.inp, â êîíöå áóäåò âûïîëíåíà êîìàíäà
PLNSOL,U,Y è áóäåò ïîêàçàíà êàðòèíêà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé
UY (ðèñ. 3.9).

Çäåñü ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ðåøàëàñü îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à â
ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè, îñü OY ñîîòâåòñòâóåò îñè Oz â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, à îñü OX � îñè Or. Ïîýòîìó UY åñòü â ðåàëüíîñòè
ïåðåìåùåíèå uz, UX � ur è ò.ä.
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Ðèñ. 3.10. Ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

Äàëåå â ïîñòïðîöåññîðå ëåãêî ïîëó÷èòü êàðòèíêè ðàñïðåäåëåíèÿ äðóãèõ
ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèìåð, íà
ðèñ. 3.10 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êàê ñ ôèçè÷åñêîé, òàê è ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìåæäó ýëåêòðîäàìè 1 è 2 (ò. å. ìåæäó
ñïëîøíûìè ýëåêòðîäàìè â çîíå 0 ≤ X ≤ R1) è ìåæäó ýëåêòðîäàìè 3
è 4 (ò.å. ìåæäó êîëüöåâûìè ýëåêòðîäàìè â çîíå R2 ≤ X ≤ R) ïîäàåòñÿ
ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ∆V = φ

∣∣
Y=−H/2 − φ

∣∣
Y=H/2

= −2Vinp. Òîãäà â

îáëàñòÿõ ìåæäó ýòèìè ýëåêòðîäàìè ñëåäóåò îæèäàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïîðÿäêà E ∼ ∆V/H = −2Vinp/H = −1000 (Â/ì), ïîñêîëüêó Vinp =
1 (Â), H = 0.002 (ì). Ýòè çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé è íàáëþäàþòñÿ
íà ðèñ. 3.10 (ñì. øêàëó è âåêòîðû æåëòîãî öâåòà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
çíà÷åíèÿìè). Äëÿ çîíû 0 ≤ X ≤ R1 ìåæäó ñïëîøíûìè ýëåêòðîäàìè
íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè P ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ
ãåíåðèðóåìîãî ïîëÿ E. Ïîýòîìó â ñèëó ÿâëåíèÿ îáðàòíîãî ïüåçîýôôåêòà
(ñì. ðàçäåë 1.3) ïüåçîýëåìåíò â ýòîé îáëàñòè äîëæåí ñæèìàòüñÿ. Íàîáîðîò,
â çîíå R2 ≤ X ≤ R ìåæäó êîëüöåâûìè ýëåêòðîäàìè íàïðàâëåíèå
âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè P ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ãåíåðèðóåìîãî ïîëÿ
E. Òîãäà òàêæå â ñèëó ÿâëåíèÿ îáðàòíîãî ïüåçîýôôåêòà ïüåçîýëåìåíò â
îáëàñòè R2 ≤ X ≤ R äîëæåí ðàñøèðÿòüñÿ. Èìåííî òàêèå äåôîðìàöèè
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çîí ïîä ýëåêòðîäàìè íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 3.9. Òàêèì îáðàçîì,
îæèäàåìàÿ ôèçèêà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å äëÿ ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ ìíîãîýëåêòðîäíûì
ïîêðûòèåì ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 3.9,
3.10.

Ïðè ïðîâåäåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ âàæíî ïîìíèòü, ÷òî
îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñ,
íàñêîëüêî òî÷íû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à â êàêèõ ñëó÷àÿõ íå ñòîèò
äàæå îæèäàòü ñõîäèìîñòè. Â ïðèâåäåííîì âûøå òåêñòå ïðîãðàììû
õàðàêòåðèñòèêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè îïðåäåëÿëèñü â ñëåäóþùåì
áëîêå êîìàíä:

! Ïàðàìåòðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
SM=1.00 ! ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü (scaling multiplier)
HDIV=8*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî òîëùèíå äèñêà
R1DIV=16*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò 0 äî R1
R12DIV=32*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò R1 äî R2
R23DIV=16*SM ! Êîë-âî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ îò R2 äî R

Òàáëèöà 3.7. Äàííûå äëÿ àíàëèçà ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ

SM 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
maxuy · 10−12 (ì) 255 260 262 262 262 262 262 262
max |E| (Â/ì) 1001 1141 262 1293 1564 1685 1798 1904

Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà ñõîäèìîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ïî
ïðèâåäåííîé ïðîãðàììå, ìåíÿÿ ïàðàìåòð SM. Ðåçóëüòàòû ñåðèè òàêèõ
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.7. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ñòàáèëèçèðóþòñÿ óæå ïðè SM=0.75 è äàëåå ïðè
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà SM, ò. å. ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, èç äàííûõ òàáëèöå 3.7 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ îöåíêè
ìàêñèìàëüíûõ ñìåùåíèé â äàííîé çàäà÷å äîñòàòî÷íî âçÿòü SM=0.75, íî
è ïðè SM=0.25 îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé
îêàçûâàåòñÿ ìåíåå 3 %, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Çíà÷åíèå SM=0.25 îçíà÷àåò, ÷òî ïî òîëùèíå
äèñêà áåðåòñÿ âñåãî äâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòà (HDIV = 2). Òàêîå äîñòàòî÷íî
ãðóáîå ðàçáèåíèå çäåñü îêàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñìåùåíèé, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêîé,
èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ãåîìåòðèþ, à ýëåìåíòû PLANE223 ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ñ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ïî êàæäîé
êàíîíè÷åñêîé ïåðåìåííîé.
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Ìåæäó òåì, êàê âèäíî èç ðèñ. 3.10, âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ãðàíèö ýëåêòðîäè-
ðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé (äëèííûå âåêòîðû êðàñíîãî öâåòà). Äàííûå èç òàá-
ëèöû 3.7 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ âîçðàñòàþò, è íèêàêîé ñõîäèìîñòè ýòîãî çíà÷åíèÿ íå íàáëþ-
äàåòñÿ. Ýòîò ýôôåêò òàêæå âïîëíå îæèäàåì, ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ ýëåê-
òðîóïðóãîñòè ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîäû ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàòîðàìè äëÿ
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé íàïðÿæåíèé, äåôîðìà-
öèé, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (ò. å.
äëÿ ãðàäèåíòíûõ èëè ïîòîêîâûõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç ïðîèçâîä-
íûå îò ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà). Ðîëü ïîâåðõíîñòíûõ
ýëåêòðîäîâ â òàêèõ çàäà÷àõ àíàëîãè÷íà ðîëè øòàìïîâ ñ íåãëàäêèìè ãðà-
íèöàìè â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ. Ïîýòîìó, êàê è â àíàëîãè÷íûõ êîíòàêòíûõ
çàäà÷àõ, âáëèçè ãðàíèö ýëåêòðîäîâ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé,
äåôîðìàöèé, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-
öèè ìîãóò èìåòü êîðíåâûå îñîáåííîñòè òèïà 1/

√
r, ãäå r � ðàññòîÿíèå îò

ãðàíèöû ýëåêòðîäà. Åñòåñòâåííî, ÷òî òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íûõ
èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðîñò âåëè-
÷èí ýòèõ ïîëåé âáëèçè ãðàíèö ýëåêòðîäîâ. Äëÿ ïðàêòèêè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïîäîáíûõ ïîòîêîâûõ âåëè÷èí â ìàëîé îáëàñòè
âáëèçè ãðàíèö ýëåêòðîäîâ çäåñü íå èìåþò îñîáîãî ñìûñëà, íî âäàëè îò ãðà-
íèö ýëåêòðîäîâ ñõîäèìîñòü áóäåò èìåòü ìåñòî. Òàêæå áóäóò ñõîäèòüñÿ è
èõ èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû (íàïðèìåð, ñóììàðíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä).

Ñêàçàííîå âûøå èëëþñòðèðóåò ãðàôèê (ðèñ. 3.11) èçìåíåíèÿ îñåâîé
êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ez (EF, Y � â ANSYS)
âäîëü ðàäèóñà äèñêà íà åãî âåðõíåé ïîâåðõíîñòè (0 ≤ X ≤ R, Y = H/2 �
â ANSYS), ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ êîìàíä ïîñòïðîöåññîðà
ANSYS:

! Ôàéë FE_Mod_CP_1_Post.inp
! Ïîñòïðîöåññîðíûé âûâîä ãðàôèêîâ

/PLOPTS,INFO,ON
/COLOR,CURVE,WHIT,1,6 ! öâåò ãðàôèêîâ - áåëûé (÷åðíûé ïðè èíâåðòàöèè)
/COLOR,GRID,WHIT, ! öâåò ñåòêè - áåëûé (÷åðíûé ïðè èíâåðòàöèè)

/PLOPTS,TITLE,OFF ! çàãîëîâêà ãðàôèêà íåò
/PLOPT,FRAME,OFF ! ðàìêè íåò
/AXLAB,X,r ! ïîäïèñü ê îñè X (r)
/AXLAB,Y, E_Z ! ïîäïèñü ê îñè Y (z)
/GROPT,DIVX,4 ! Êîëè÷åñòâî äåëåíèé ïî îñè X
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Ðèñ. 3.11. Ïîâåäåíèå êîìïîíåíòû Ez íà ïîâåðõíîñòè äèñêà

/GROPT,DIVY,4 ! Êîëè÷åñòâî äåëåíèé ïî îñè Y
/GROPT,DIG2,1 ! Êîëè÷åñòâî öèôð ïîñëå çàïÿòîé

! Êîìàíäû îïðåäåëåíèÿ ïóòè ñ îïîðíûìè òî÷êàìè
PATH,XX,4,,120
PPATH,1,,0,H/2
PPATH,2,,R1,H/2
PPATH,3,,R2,H/2
PPATH,4,,R,H/2
! Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû E_Z äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà
âäîëü ïóòè
PDEF,E_Z,EF,Y
! Îïðåäåëåíèå äðóãèõ âåëè÷èí
! (åñëè ïîíàäîáèòñÿ äëÿ íèõ ñòðîèòü ãðàôèêè)
PDEF,T_ZZ,S,Y $ PDEF,T_RR,S,X
PDEF,D_Z,D,Y $ PDEF,D_R,D,X $ PDEF,E_R,EF,X

PLPATH,E_Z ! Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà E_Z âäîëü ïóòè

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3.11 êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ
çàâèñèìîñòè Ez = Ez(r) íå òî÷íû â îêðåñòíîñòè ãðàíèö ýëåêòðîäîâ
R1 = 0.5 · 10−2 (ì) è R2 = 1.5 · 10−2 (ì). Åñëè, íàïðèìåð, ïðè r <
R1 ýòà êðèâàÿ íåñêîëüêî íàïîìèíàåò ôóíêöèþ ñ êîðíåâîé îñîáåííîñòüþ
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k
√
R2

1 − r2, òî âñïëåñê ôóíêöèè ïðè r > R1 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ïîãðåøíîñòüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé è ïðèíÿòûõ
ñïîñîáîâ îñðåäíåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòîâ ïîëåé. Îäíàêî âäàëè îò
ãðàíèö ýëåêòðîäîâ ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü è ïîâåäåíèå äðóãèõ
ãðàäèåíòíûõ âåëè÷èí ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé: Er, Dz, Dr, σzz, è ò. ä.

3.1.2. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Íàïèñàòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå APDL ANSYS äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ ìíîãîýëåêòðîä-
íûì ïîêðûòèåì â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå (îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à èëè
çàäà÷à î ïëîñêîé äåôîðìàöèè). Äàòü àíàëèç ñõîäèìîñòè ïðè ðàçëè÷íîé
ïëîòíîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Ïðèâåñòè ðàáî÷èé âàðèàíò êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ýëåìåíòíûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Âûâåñòè ðåçóëüòà-
òû ðàñ÷åòîâ (äåôîðìèðîâàííóþ ôîðìó, ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåêòîðà ýëåêòðè÷å-
ñêîé èíäóêöèè, íàïðÿæåíèé ïî Ìèçåñó, ãðàôèê âäîëü ïî ïóòè ñ ïîâåðõ-
íîñòíûìè ýëåêòðîäàìè õàðàêòåðíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ). Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû è îôîðìèòü îò÷åò.

Îò÷åò äîëæåí ñîäåðæàòü äàííûå îá èñïîëíèòåëå, îïèñàíèå çàäà÷è, à
òàêæå óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëü-
íîãî êîìïëåêñà ANSYS.

Âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ñîáðàíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Âñå
ñåêöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé âûïîëíåíû èç ïüåçîêåðàìè-
êè PZT-4, ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðîé ïðèâåäåíû âûøå â ôàéëå ïðè-
ìåðà. Ýëåêòðîäèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè âûäåëåíû íà ðèñóíêàõ æèðíûìè
ëèíèÿìè èëè òî÷êàìè, è îêîëî íèõ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà èëè ñóììàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Ãðàíèöû ñ óñëîâèÿ-
ìè æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ïîìå÷åíû ñíàðóæè øòðèõîâêîé, òðåóãîëüíèêè
ñíàðóæè ãðàíèö îçíà÷àþò óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå
äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ (▹ èëè ◃: UX=0, △: UY=0). Íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû
áåç óêàçàííûõ âûøå ìåòîê âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå åñòåñòâåííûå óñëî-
âèÿ (n ·D = 0 è/èëè n ·σ = 0). Äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ îñü âðàùåíèÿ
Y ïîêàçàíà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêàõ ïóíêòèðíîé ëèíèåé ñëåâà.
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Òàáëèöà 3.8. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 1
� Ðèñóíîê çàäà÷è Äàííûå
1 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

a1 = a4 = 8 · 10−3 ì,
a2 = a3 = 7 · 10−3 ì,
H = 3 · 10−3 ì,
V = 10 Â

2 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
a1 = a4 = 7 · 10−3 ì,
a2 = a3 = 8 · 10−3 ì,
H = 3 · 10−3 ì,
V = 5 Â

3 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a4 = 7 · 10−3 ì,
a2 = a3 = 6 · 10−3 ì,
H = 2 · 10−3 ì,
V = 5 Â

4 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
a1 = a3 = 0.02 ì,
a2 = 0.03 ì,
H = 0.005 ì,
V = 10 Â

5 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a3 = 0.03 ì,
a2 = 0.04 ì,
H = 0.004 ì,
V = 10 Â

6 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
a1 = a3 = 6 · 10−3 ì,
a2 = a4 = 7 · 10−3 ì,
H = 2 · 10−3 ì,
V = 10 Â
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Òàáëèöà 3.8. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 1 (ïðîäîëæåíèå)
7 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

a1 = 0.01 ì, a3 = 0.02 ì,
a2 = 0.03 ì,
H = 0.005 ì,
V = 5 Â

8 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a3 = 0.03 ì,
a2 = 0.04 ì,
H = 0.006 ì,
V = 10 Â

9 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a3 = 7 · 10−3 ì,
a2 = a4 = 8 · 10−3 ì,
H = 3 · 10−3 ì,
V = 10 Â

10 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
a1 = a2 = 8 · 10−3 ì,
a3 = a4 = 6 · 10−3 ì,
H = 3 · 10−3 ì,
V = 5 Â

11 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
a1 = a3 = 0.01 ì,
a2 = 0.02 ì,
H = 0.005 ì,
V = 5 Â

12 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a3 = 0.02 ì,
a2 = 0.04 ì,
H = 0.008 ì,
V = 10 Â
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Òàáëèöà 3.8. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 1 (ïðîäîëæåíèå)
13 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

a1 = a3 = 9 · 10−3 ì,
a2 = a4 = 11 · 10−3 ì,
H = 3 · 10−3 ì,
V = 10 Â

14 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a4 = 11 · 10−3 ì,
a2 = a3 = 9 · 10−3 ì,
H = 2 · 10−3 ì,
V = 5 Â

15 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
a1 = a3 = 0.015 ì,
a2 = 0.03 ì,
H = 0.004 ì,
V = 5 Â

3.2. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �2. Ïëîñêàÿ çàäà÷à î

íàãðåâå è îõëàæäåíèè òåðìîóïðóãîãî òåëà

Öåëü ðàáîòû

1. Èçó÷èòü îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåð-
ìîóïðóãîñòè â ANSYS APDL íà ïðèìåðå ïëîñêîé çàäà÷è î ìåäëåí-
íîì íàãðåâå è îõëàæäåíèè òåëà â ôîðìå áóêâû ¾R¿ (ôàéë ïðèìåðà
FE_Mod_CP_2.inp, ñ. 136). Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
íåïîëíîé ñâÿçàííîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è ñ ïðå-
íåáðåæåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

2. Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå APDL ANSYS äëÿ èíäèâèäóàëüíîé
íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà â óñëîâèÿõ
ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

3. Ïðîâåñòè ðàñ÷åòû, ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû è îôîðìèòü îò÷åò.
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3.2.1. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ðåøåíèè â ANSYS íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíûõ òåë

Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè áûëà ïðèâåäåíà
ðàíåå â ðàçäåëå 1.4. Â íåå âõîäèëè ïîëåâûå óðàâíåíèÿ (1.110), (1.111),
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.112), (1.113), ôîðìóëû (1.114), (1.115),
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.120)�(1.124) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.125).

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå òåðìîóïðóãèå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè,
è èõ ìîäóëè èç (1.112), (1.113), (1.115) èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), (3.7)

γij = γδij, kij = kδij, (3.8)

ãäå λ, µ � êîýôôèöèåíòû Ëàìå (µ = G íàçûâàåòñÿ åùå ìîäóëåì
ñäâèãà), γ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, k � êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.112),
(1.113) â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σij = λεkkδij + 2µεij − γθδij, (3.9)

S = γεkk +
ρcε
T0
θ, (3.10)

ãäå εkk = divu = ∇ · u =
∑3

k=1 εkk.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ (1.118), (1.119), (3.7), (3.8), ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò ïåðå-
ìåùåíèé ui è òåìïåðàòóðû θ äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ôîðìå:

ρui,tt − (λuk,k),i − [µ(ui,j + uj,i)],j + (γθ),i = ρ fi, i = 1, 2, 3, (3.11)

ρcεθ,t − (kθ,j),j + T0γuk,kt = W. (3.12)

Â (3.11), (3.12) ïîä÷åðêíóòû ÷ëåíû, êîòîðûå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî îïóñòèòü áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè. Òàê, êàê îòìå÷àëîñü
â ðàçäåëå 1.4, ïîä÷åðêíóòûé ÷ëåí â (3.12) â áîëüøèíñòâå çàäà÷
òåðìîóïðóãîñòè îêàçûâàåòñÿ ìàëûì è ìîæåò íå ó÷èòûâàòüñÿ (òåîðèÿ
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé). Â òàêîé ìîäåëè â (3.12) ôîðìàëüíî ìîæíî
ïîëîæèòü T0 = 0, ÷òî ñâîäèò (3.12) ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.12) ñ T0 = 0
âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.122)�(1.124) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ
(1.125) äëÿ òåìïåðàòóðû äàåò íåñâÿçàííóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè, èç
êîòîðîé ïîëå θ îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé u.
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Ñèñòåìó (3.11), (3.12) ìîæíî äîïîëíèòåëüíî óïðîñòèòü, åñëè îïóñòèòü
ïîä÷åðêíóòîå ñëàãàåìîå â (3.11). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.11)
ïðåâðàùàåòñÿ â áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå ñòàòèêè (òî÷íåå, êâàçèñòàòèêè).
Òàêîå óïðîùåíèå ïîäõîäèò äëÿ ìíîãèõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, êîãäà
âíåøíèå òåïëîâûå âîçäåéñòâèÿ ìåíÿþòñÿ ïî âðåìåíè ìíîãî ìåäëåííåå ïî
ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí.

Äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè îòíîñèòåëüíî ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ
èçîòðîïíûõ ñðåä. Êàê âèäíî èç (3.11), (3.12), èçîòðîïíûå òåðìîóïðóãèå
ñðåäû õàðàêòåðèçóþòñÿ øåñòüþ ìàòåðèàëüíûìè ìîäóëÿìè: ïëîòíîñòüþ ρ;
ïàðàìåòðàìè Ëàìå λ, µ; êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé γ;
êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè k è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ cε, âû÷èñ-
ëåííîé ïðè ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèÿõ. Îäíàêî, âìåñòî ïàðàìåòðîâ λ, µ, γ
è cε ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: ìîäóëü Þíãà E; êîýôôè-
öèåíò Ïóàññîíà ν; êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíûõ ðàñøèðåíèé α è óäåëü-
íàÿ òåïëîåìêîñòü cσ, âû÷èñëåííàÿ ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ. Äàííûå
ìîäóëè ôèãóðèðóþò â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ ïàðû
(εij, S) è (σij, θ):

εij = − ν

E
σkkδij +

(1 + ν)

E
σij + αθδij, (3.13)

S = ασkk +
ρcσ
T0
θ. (3.14)

Èç (3.9), (3.10), (3.13), (3.14) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ýòè ìîäóëè
âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ïî ôîðìóëàì:

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2(λ+ µ)
, α =

(1− 2ν)

E
γ, cσ = cε +

3T0αγ

ρ
. (3.15)

Â ANSYS APDL çàäàíèå ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ ρ, E, ν, α, k è
cσ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî êîìàíäàì MP, Lab, MAT, C0, ãäå Lab �
íàèìåíîâàíèå ìîäóëÿ, MAT � íîìåð ãðóïïû ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ, C0 �
çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñ íàèìåíîâàíèåì Lab. Çäåñü Lab = DENS îïðåäåëÿåò
ïëîòíîñòü ρ; Lab = EX � ìîäóëü Þíãà E; Lab = NUXY èëè Lab =
PRXY� êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà (äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåäNUXY=PRXY);
Lab = ALPX � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíûõ ðàñøèðåíèé; Lab = KXX
� êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; Lab = C � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü,
âû÷èñëåííàÿ ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ.

Âñå ýòè ìîäóëè ìîãóò òàêæå çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû ïî ïîëèíîìèàëü-
íîìó çàêîíó, åñëè èñïîëüçîâàòü êîìàíäó MP, Lab, MAT, C0, C1, C2, C3,
C4. Òîãäà âåëè÷èíà ñ íàèìåíîâàíèåì Lab áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå



134 Ãëàâà 3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ANSYS

C0 + C1 θ + C2 θ2 + C3 θ3 + C4 θ4, è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé ïî θ,
åñëè ëþáàÿ èç âåëè÷èí C1, C2, C3, C4 áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè â ANSYS ïðåäíàçíà÷åíû
ñëåäóþùèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû: PLANE223 ñ KEYOPT(1)=11 � äâóìåð-
íûé ÷åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò ñ 8 óçëàìè; SOLID226 ñ KEYOPT(1)=11
� ãåêñàýäð ñ 20 óçëàìè; SOLID227 ñ KEYOPT(1)=11 � òåòðàýäð ñ 10 óç-
ëàìè. Ýòè ýëåìåíòû ïîçâîëÿþò ðåøàòü íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, çàäà÷è îá
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ è ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè.

¾Óñòàðåâøèå¿ êîíå÷íûå ýëåìåíòû PLANE13 ñ KEYOPT(1)=4 (äâó-
ìåðíûé ÷åòûðåõóãîëüíûé ýëåìåíò ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè), SOLID5 ñ
KEYOPT(1)=0 (ãåêñàýäð ñ âîñåìüþ óçëàìè) è SOLID98 ñ KEYOPT(1)=0
(òåòðàýäð ñ äåñÿòüþ óçëàìè) ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèî-
íàðíûõ è ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé. Ê óðàâíåíè-
ÿì òåîðèè òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ìîæíî ïðèéòè è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýëåìåíòîâ PLANE223, SOLID226 è SOLID227, åñëè çàäàòü T0 = 0.
Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü, ïðèìåíèâ êîìàíäó APDL ANSYS TOFFST, 0.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, êîãäà îïóñêà-
åòñÿ äèíàìè÷åñêîå ñëàãàåìîå â (3.11), íî â (3.12) ñ T0 = 0 èñïîëüçóåòñÿ
íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû, ìîæíî çàäàòü ìàëóþ ïëîò-
íîñòü ρ̃ = κρ, ãäå κ << 1, à cp çàìåíèòü íà c̃p = κ−1cp. Òîãäà óðàâíåíèå
(3.12) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ïîñêîëüêó ρ̃c̃p = ρcp, è cp = cε ïðè T0 = 0.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ â ANSYS çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè ñ
ðàçëè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ, ðàçðàáîòàííûå äî ââåäåíèÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
PLANE223, SOLID226 è SOLID227. Ñ ýòèìè ïîäõîäàìè ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ ïî ôèðìåííîé äîêóìåíòàöèè ANSYS â ðàçäåëå Coupled-
Field Analyses Guide.

3.2.2. Îïèñàíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ïëîñêîé
ôèãóðû â ôîðìå ëàòèíñêîé áóêâû ¾R¿. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè, îòíåñåííîé ê
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy, ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.12, à. Ðàçìåðû òåëà
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: âûñîòà HL = 0.14 (ì); øèðèíà
WL = 0.08 (ì); øèðèíà ñòåíîê WWL = 0.02 (ì); äîïîëíèòåëüíûé ðàçìåð
ïî âûñîòå HAL = 0.07 (ì). Êðèâîëèíåéíûå ÷àñòè ôèãóðû îïèñûâàþòñÿ
÷àñòÿìè ýëëèïñîâ ñ ïàðàìåòðîì ýëëèïòè÷íîñòè PEL = (HAL/2)/(WL−
WWL), êîòîðûé çàäàåò îòíîøåíèå ðàçìåðà ýëëèïñà ïî îñè y ê ðàçìåðó
ýëëèïñà ïî îñè x.
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à) á)

Ðèñ. 3.12. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè: ñõåìà ñ ðàçìåðàìè (à); íóìåðàöèÿ òî÷åê è ëèíèé (á)

Ïðèìåì, ÷òî ìàòåðèàëîì îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñòàëü (èçîòðîïíûé ìàòå-
ðèàë) ñ ìîäóëåì Þíãà E = 2 · 1011 (Í/ì2), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
ν = 0.29, ïëîòíîñòüþ ρ = 7800 (êã/ì3), êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè
k = KXX = 46.7 (Âò/(ì · Ê)), êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðå-
íèÿ α = 1.51 · 10−5 (1/Ê) è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ cσ = 462 (Äæ/(êã ·
Ê)), âû÷èñëåííîé ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà íèæíåé ãðàíè òåìïåðàòóðà θ âñå âðåìÿ ðàâíà
0◦C. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òåëî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ. Äàëåå ñ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà äî âðåìåíè t = TES1 = 10 (ñ)
íà âåðõíåé ãðàíè òåìïåðàòóðà ëèíåéíî âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî 90◦C.
Ïîñëå ýòîãî íà âåðõíåé ãðàíè ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ êîíâåêòèâíîãî
òåïëîîáìåíà ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîîáìåíà hf = 60 (Âò/(ì2· Ê)) è
òåìïåðàòóðîé îêðóæàþùåé ñðåäû θb = 0◦C. Âñå îñòàëüíûå ãðàíèöû äëÿ
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ âðåìåí ïðèíèìàþòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííûìè, ò.å.
òàêèìè, íà êîòîðûõ íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïîòîêà òåïëà ðàâíà
íóëþ: n · q = 0. Íèæíÿÿ ãðàíèöà òåëà âñå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ æåñòêî
çàêðåïëåííîé.

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëÿ òåìïåðàòóð è ïåðåìåùåíèé â
èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0, TES2], TES2 = 120 ñ, ïîñòðîèòü ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû θ è ïåðåìåùåíèé uy îò âðåìåíè äëÿ äâóõ
êîíòðîëüíûõ òî÷åê x1 = [WWL,HL] è x2 = [WWL,HL − HAL/2 −
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(WL− 2 ∗WWL) ∗ PEL] (ñì. ðèñ. 3.12, à, ãäå òî÷êè ïîìå÷åíû öèôðàìè
1 è 2).

Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ñâÿçàííîñòè è äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ
íóæíî òàêæå ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõ ðàçíîâèäíîñòåé çàäà÷:
1) íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ñ ïîëíîé ñâÿçàííîñòüþ;
2) íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ñ ÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ,
êîãäà çàäà÷à äëÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò îò ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé,
ò.å. ñîâïàäàåò ñ íåñòàöèîíàðíîé ñ çàäà÷åé òåïëîïðîâîäíîñòè;
3) çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ñ ÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ, êîãäà çàäà÷à äëÿ ïî-
ëÿ òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò îò ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé, ò.å. ñîâïàäàåò ñ íåñòà-
öèîíàðíîé ñ çàäà÷åé òåïëîïðîâîäíîñòè, à óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ïðîãðàììà FE_Mod_CP_2.inp.

Ëèñòèíã âõîäíîãî ôàéëà FE_Mod_CP_2.inp

! Ôàéë FE_Mod_CP_2.inp
! Òåñòîâàÿ çàäà÷à �2
! ÄÂÓÌÅÐÍÀß ÇÀÄÀ×À
! ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÅ ÒÅËÎ
! Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

! Èíâåðòèðîâàíèå ôîíà ñ ÷åðíîãî íà áåëûé
/RGB,INDEX,100,100,100,0
/RGB,INDEX,0,0,0,15

/PREP7
! Âñå âåëè÷èíû â ñèñòåìå Ñè

TES1=10 ! Çíà÷åíèå âðåìåíè äëÿ îêîí÷àíèÿ ïåðâîãî øàãà
TES2=120 ! Çíà÷åíèå âðåìåíè äëÿ îêîí÷àíèÿ âòîðîãî øàãà
! Ïîäøàãè ïî âðåìåíè äëÿ âðåìåííûõ øàãîâ
DT1=1 ! Çíà÷åíèå äëÿ øàãà 1
DT2=2 ! Çíà÷åíèå äëÿ øàãà 2

! Óñëîâèÿ äëÿ "òåìïåðàòóðíîãî" àíàëèçà
T_INP1=0 ! Òåìïåðàòóðà íà íèæíåé ãðàíèöå
T_INP2=90 ! Òåìïåðàòóðà íà ïðàâîé âåðõíåé ãðàíèöå (íà øàãå 1)

T_EXT=0 ! Òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû äëÿ êîíâåêòèâíûõ óñëîâèé
H_F=60 ! Êîýôôèöèåíò êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà

! Ðàçíîñòü òåìïåðàòóð îò íóëÿ äî àáñîëþòíîãî íóëÿ
TOFFST, 273
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! Ïðè TOFFST=0 òåïëîâîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
! TOFFST, 0

! Ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà (ñòàëü)
E1=2.1e11 ! Ìîäóëü Þíãà
NU1=0.29 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
RHO1=7.8e3 ! Ïëîòíîñòü
K1=46.7 ! Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè
C1=462 ! Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü
ALPH1=1.51e-05 ! Êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ

MP,EX,1,E1
MP,DENS,1,RHO1
MP,NUXY,1,NU1
MP,KXX,1,K1
MP,C,1,C1
MP,ALPX,1,ALPH1

! Êîìàíäû äëÿ àíàëèçà âîçìîæíîñòè íå ó÷åòà
! äèíàìè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

! KAPPA=1e-6
! MP,DENS,1,RHO1*KAPPA
! MP,C,1,C1/KAPPA

ET,1,PLANE223,11,,2 ! ×åòûðåõóãîëüíûé ÊÝ ñ 8 óçëàìè,
! Ñòåïåíè ñâîáîäû UX, UY, TEMP, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ

! Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû òåëà â ôîðìå áóêâû "R"
HL=0.14 ! Âûñîòà
WL=0.08 ! Øèðèíà
WWL=0.02 ! Øèðèíà ñòåíîê áóêâû "R"
HAL=0.07 ! Äîïîëíèòåëüíûé ðàçìåð ïî âûñîòå

! Ïàðàìåòðû äëÿ òðèàíãóëÿöèè DMESH=WWL/4

! Ïàðàìåòð ýëëèïòè÷íîñòè äëÿ êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè
PEL=(HAL/2)/(WL-WWL)
! Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íîìåðîì 11
LOCAL,11,1,WWL,HL-HAL/2,,,,,PEL
CSYS,0 ! Ïåðåõîä â îñíîâíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

! Ñîçäàíèå ãåîìåòðèè ôèãóðû
! Âíåøíÿÿ ÷àñòü - îáëàñòü 1
K,1,0,0
K,2,WWL,0
K,3,WWL,HL-HAL-WWL
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K,4,WL-WWL,0
K,5,WL,0
K,6,WWL,HL-HAL
K,7,WL,HL-HAL/2
K,8,WWL,HL
K,9,0,HL
L,1,2 $ L,2,3 $ L,3,4 $ L,4,5 $ L,5,6

CSYS,11
L,6,7 $ L,7,8
CSYS,0
L,8,9 $ L,9,1
AL,1,2,3,4,5,6,7,8,9

! Îòâåðñòèå - îáëàñòü 2
K,10,WWL,HL-HAL/2-(WL-2*WWL)*PEL
K,11,WL-WWL,HL-HAL/2
K,12,WWL,HL-HAL/2+(WL-2*WWL)*PEL
CSYS,11
L,10,11 $ L,11,12
CSYS,0
L,12,10
AL,10,11,12
ASBA,1,2 ! Âûðåçàòü èç îáëàñòè 1 îáëàñòü 2

! Óñòàíîâêà ðàçìåðà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
ESIZE,DMESH

AMESH,ALL

! Óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ
NSEL,S,LOC,Y,0 ! Âûáîð óçëîâ âíèçó (ïî îñè Y)
D,ALL,UX,0
D,ALL,UY,0
NSEL,ALL ! Âåðíóòüñÿ ê âûáîðó âñåõ óçëîâ ìîäåëè

! Âûáîð óçëîâ äëÿ ìîíèòîðèíãà ðåçóëüòàòîâ
! Óçåë N1_MON - â âåðõíåé ÷àñòè ôèãóðû
! Y=HL, X=WWL
NSEL,S,LOC,Y,HL,HL
NSEL,R,LOC,X,WWL
*GET,N1_MON,NODE,,NUM,MIN
! Óçåë N2_MON - íèæå ïî X=WWL

NSEL,S,LOC,Y,HL-HAL/2-(WL-2*WWL)*PEL
NSEL,R,LOC,X,WWL
*GET,N2_MON,NODE,,NUM,MIN
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NSEL,ALL

FINISH

! Ðåøåíèå ñâÿçàííîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè
/SOLU ANTYPE,TRANS ! Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
KBC,0 ! Ëèíåéíûé ðîñò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé

! Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ â ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè
!TINTP,0.005 ! TINTP=0.005 - ïî óìîë÷àíèþ
TIME,TES1 ! Âðåìÿ îêîí÷àíèÿ øàãà 1
DELTIM,DT1 ! Ïîäøàã ïî âðåìåíè äëÿ øàãà 1

NSEL,S,LOC,Y,0 ! Âûáîð óçëîâ âíèçó (ïî îñè Y)
! Çàäàòü äëÿ âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ TEMP=T_INP1
D,ALL,TEMP,T_INP1

NSEL,S,LOC,Y,HL,HL ! Âûáîð óçëîâ ââåðõó (ïî îñè Y)
NSEL,R,LOC,X,0,WWL
! Çàäàòü äëÿ âñåõ âûáðàííûõ óçëîâ TEMP=T_INP2
D,ALL,TEMP,T_INP2

NSEL,ALL
! Çàïèñü â áàçó äàííûõ ðåçóëüòàòîâ NSOL äëÿ âñåõ ïîäøàãîâ
OUTRES,BASIC,ALL
SOLVE

! Øàã 2
TIME,TES2
DELTIM,DT2
KBC,1 ! Çíà÷åíèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ïîñòîÿííû

NSEL,S,LOC,Y,HL,HL ! Âûáîð óçëîâ ââåðõó (ïî îñè Y)
NSEL,R,LOC,X,0,WWL
DDEL,ALL,TEMP ! Óäàëåíèå óñëîâèé TEMP=T_INP2

SF,ALL,CONV,H_F,T_EXT ! Êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí â âûáðàííûõ óçëàõ

NSEL,ALL

SOLVE
SAVE
FINISH

! Âõîä â ïîñòïðîöåññîð Time History Postprocessor
/POST26
/SHOW,WIN32C
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/TRIAD,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü íà÷àëà êîîðäèíàò è îñåé

/PLOPTS,INFO,2 ! Èñïîëüçîâàòü ôîðìàò âûâîäà Auto-legend äëÿ
ïîäïèñåé
/PLOPTS,LEG2,OFF
/PLOPTS,LOGO,OFF ! Ëîãîòèï ANSYS íå ïîêàçûâàòü â ãðàôè÷åñêîì âèäå

/PLOPTS,FRAME,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü ðàìêó
/PLOPTS,DATE,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü äàòó
/COLOR,CURVE,WHIT,1,6 ! Öâåò ãðàôèêîâ - áåëûé (÷åðíûé ïðè èíâåðòàöèè)
/COLOR,GRID,WHIT ! Öâåò ñåòêè - áåëûé (÷åðíûé ïðè èíâåðòàöèè)
/GMARKER,1,2,3 ! Äëÿ êðèâîé 1 ìåòêà 2 - êâàäðàòèêè, íà êàæäîì
3-åì çíà÷åíèè
/GMARKER,2,4,3 ! Äëÿ êðèâîé 2 ìåòêà 4 - êðåñòèêè, íà êàæäîì 3-ì
çíà÷åíèè
/GRID,1 ! Ñåòêà ïî X è Y (ïîëíàÿ ñåòêà)

/XRANG,0,TES2
/AXLAB,Y,Temperature (degree) ! Ïîäïèñü ê îñè Y
/AXLAB,X,Time (sec) ! Ïîäïèñü ê îñè Y
NSOL,2,N1_MON,TEMP,,TEMP1 ! Ïåðåìåííàÿ 2 - òåìïåðàòóðà â óçëå
N1_MON
NSOL,3,N2_MON,TEMP,,TEMP2

NSOL,4,N1_MON,U,Y,UY1 ! Ïåðåìåííàÿ 4 - ïåðåìåùåíèå UY â óçëå
N1_MON
NSOL,5,N2_MON,U,Y,UY2

PLVAR,2,3 ! Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ïåðåìåííûõ 2, 3 îò âðåìåíè
(ïåðåìåííîé 1)

! Ñíÿòü êîììåíòàðèè äëÿ âûâîäà UY â êîíòðîëüíûõ óçëàõ
! /AXLAB,Y,UY (m)
! PLVAR,4,5

Â äàííîé ïðîãðàììå ðåøàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãî-
ñòè â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ïëîñêîé äåôîðìàöèè, êîãäà u = {ux(x, y, t),
uy(x, y, t), 0}, θ = θ(x, y, t).

Êàê è â ïðèìåðå èç ïåðâîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû, çäåñü âíà÷àëå
ñòðîèòñÿ òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü, à çàòåì, èç íåå íà îñíîâå íåå � êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ. Òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ¾ñíèçó � ââåðõ¿. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàäàþòñÿ
îïîðíûå òî÷êè, ïîòîì � ëèíèè (ñì. ðèñ. 3.12, á ), à çàòåì äâóìåðíûå
îáëàñòè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëîñêîé ìîäåëè ñòðîÿòñÿ äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè:
ïåðâàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ âíåøíèìè ëèíèÿìè áóêâû ¾R¿, è âòîðàÿ
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à) á)

Ðèñ. 3.13. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü:
ýëåìåíòû è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïåðâîì âðåìåííîì øàãå (à);
óçëû è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âòîðîì âðåìåííîì øàãå (á)

îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ âíóòðåííèìè ëèíèÿìè. Çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì
áóëåâñêîé îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáëàñòåé (êîìàíäàASBA)
ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâàÿ îáëàñòü áóêâû ¾R¿ ñ îòâåðñòèåì. Ïðè ýòîì
êðèâîëèíåéíûå ÷àñòè áóêâû ¾R¿ ñòðîÿòñÿ êàê ÷àñòè ýëëèïñîâ â
ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíîãî
ðàçáèåíèÿ íà ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû PLANE223 ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè îïöèÿìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãóñòîòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè èñïîëü-
çóåòñÿ åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð DMESH, çàäàþùèé ìàêñèìàëüíûé ðàç-
ìåð ýëåìåíòîâ. Ñòðóêòóðà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ïðè DMESH =
WWL/4 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.13 (à � ýëåìåíòû, á � óçëû).

Íà ðèñ. 3.13 ïîêàçàíû òàêæå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà ðàçëè÷íûõ
âðåìåííûõ øàãàõ. (Äëÿ ïîêàçà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â èíòåðàêòèâíîì
ðåæèìå ñëåäóåò èç âåðõíåãî ìåíþ âûïîëíèòü: Plot → Elements èëè Plot →
Nodes, PlotCtrls → Symbols → Îòìåòèòü All Applied BCs. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ñòðåëêàìè óñëîâèé êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â ïóíêòå Surface Load
Symbols ìîæíî çàäàòü âûâîä Convect FilmCoef è äëÿ Show pres and convect
as âûáðàòü Arrows.)

Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà øàãà ïî âðåìåíè
t ∈ [0, TES1] è t ∈ [TES1, TES2]. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåñòà-
öèîíàðíîé òåðìîóïðóãîñòè (1.165), (1.166) èíòåãðèðóåòñÿ ïî âðåìåíè ñ ïîä-
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à) á)

Ðèñ. 3.14. Òåìïåðàòóðà θh(xj, t) (à) è ñìåùåíèÿ uyh(xj, t) â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ

øàãîì ∆tj (∆t1 = 1 ñ, ∆t2 = 2 ñ) ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå Íüþìàð-
êà [25].

Îòìåòèì, ÷òî íà ïåðâîì è âòîðîì øàãàõ ïî âðåìåíè çàäàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå. Íà ïåðâîì âðåìåííîì
øàãå çàäàíà òåìïåðàòóðà (ðèñ. 3.13, à) ñ ëèíåéíûì èçìåíåíèåì ïî âðåìåíè
(KBC,0), à íà âòîðîì øàãå âìåñòî çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû íà âåðõíåé
ãðàíèöå çàäàåòñÿ óñëîâèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà (ðèñ. 3.13, á ),
îáåñïå÷èâàþùåå çäåñü îõëàæäåíèå òåëà. Ïàðàìåòðû ýòîãî êðàåâîãî
óñëîâèÿ (êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà è òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû)
ïîñòîÿííû íà âòîðîì âðåìåííîì øàãå, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ êîìàíäîéKBC,1.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïîñòïðîöåññîðå POST26 ïðîãðàììà ñòðîèò
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ x1

è x2. Ýòè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.14, à, à), ãäå êâàäðàòèêàìè
îòìå÷åí ãðàôèê äëÿ θh(x1, t), à êðåñòèêàìè � äëÿ θh(x2, t). Ïîñëå
âûïîëíåíèÿ äâóõ çàêîìåíòèðîâàííûõ êîìàíä èç ôàéëà ïðîãðàììû ìîæíî
ïîëó÷èòü ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïåðåìåùåíèé uyh(x1, t) è
uyh(x2, t). Ýòè êðèâûå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.14, á , ãäå àíàëîãè÷íî
êâàäðàòèêàìè îòìå÷åí ãðàôèê äëÿ uyh(x1, t), à êðåñòèêàìè � äëÿ
uyh(x2, t).

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.14, íà ýòàïå îõëàæäåíèÿ òåìïåðàòóðà íà âåðõíåé
ãðàíèöå ñïàäàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì óìåíüøàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ
uy. Êðîìå òîãî, âíóòðè òåëà òåìïåðàòóðà è ñìåùåíèÿ ïîñòåïåííî
âûðàâíèâàþòñÿ, ïðè÷åì òåìïåðàòóðà è ïåðåìåùåíèÿ âíóòðè òåëà ìîãóò
íà ýòàïå îõëàæäåíèÿ äàæå âîçðàñòàòü íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Äàëåå â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå â îñíîâíîì ïîñòïðîöåññîðå POST1
ìîæíî ïîñìîòðåòü êàðòèíêè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ óçëîâûõ âåëè÷èí
NSOL äëÿ êàæäîãî âðåìåííîãî ïîäøàãà. Äëÿ ýòîãî íóæíî âíà÷àëå èç
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à) á)

Ðèñ. 3.15. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â êîíöå ýòàïà íàãðåâà:
òåìïåðàòóðà (à) è âåêòîð ïîòîêà òåïëà (á)

ôàéëà ðåçóëüòàòîâ ñ÷èòàòü äàííûå äëÿ âûáðàííîãî ïîäøàãà, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: General PostProc → Read Results → By Pick →
âûáðàòü çíà÷åíèå ïîäøàãà ïî âðåìåíè → Read → Close. Çàòåì ìîæíî óæå
âûâîäèòü ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùèõ âåëè÷èí NSOL îáû÷íûì îáðàçîì.
Íàïðèìåð, General PostProc → Plot Results → Contour plot → Nodal
Solution → DOF Solution → Nodal Temperature � äëÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû;
General Postproc → Plot Results → Vector Plo → Prede�ned → Flux &
gradient → Thermal �ux TF � äëÿ âåêòîðíîãî ïîêàçà ïîòîêà òåïëà; è ò.ä.

Òàê, íà ðèñ. 3.15 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ âðåìåíè
îêîí÷àíèÿ ïåðâîãî âðåìåííîãî øàãà t = TES1, ò.å. â êîíöå ýòàïà íàãðåâà:
ðèñ. 3.15, à � ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû, ðèñ. 3.15, á � âåêòîðíûé
ïîêàç ïîëÿ ïîòîêà òåïëà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû íà çàâåðøàþùåì ýòàïå
ìîíèòîðèíãà ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ t = TES2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.16.

Ýòè è äðóãèå ðèñóíêè íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà
â òåëå. Íóæíî òîëüêî ó÷èòûâàòü, ÷òî öâåòîâàÿ ïàëèòðà íà ðàçíûõ
êàðòèíêàõ ñîîòâåòñòâóåò êàæäûé ðàç ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûì äèàïàçîíàì
çíà÷åíèé.

Åñëè â ïðîãðàììå FE_Mod_CP_2.inp ñíÿòü çíàê êîììåíòàðèÿ â
ñòðîêå

! TOFFST, 0

ò. å. âûïîëíèòü êîìàíäó TOFFST, 0, òî áóäóò ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû çàäà÷è
î òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé.

Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî ñíÿòü êîììåíòàðèè â ñòðîêàõ
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à) á)

Ðèñ. 3.16. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â êîíöå ýòàïà ìîíèòîðèíãà:
òåìïåðàòóðà (à) è âåêòîð ïîòîêà òåïëà (á)

! KAPPA=1e-6
! MP,DENS,1,RHO1*KAPPA
! MP,C,1,C1/KAPPA

òî áóäåò ðåøàòüñÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè ñ ÷àñòè÷íîé ñâÿçàííîñòüþ, êîãäà
ïîëå òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò îò ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé, à äëÿ ïåðåìåùåíèé
èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå êâàçèñòàòèêè. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ
òåìïåðàòóðû è ïåðåìåùåíèé â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ â îáîèõ âàðèàíòàõ
áóäóò ïîëó÷åíû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ò.å. ðåçóëüòèðóþùèå
êðèâûå äëÿ θh(xj, t) è uyh(xj, t) âèçóàëüíî áóäóò ñîâïàäàòü.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü çàâèñèò
îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ. Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ýëåìåíòîâ DMESH îïðå-
äåëÿåò ïîãðåøíîñòè äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, è
ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íûõ ïî êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòàì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ PLANE223 òåîðåòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò ïîðÿäîê
O(DMESH2). Ïîäøàãè ïî âðåìåíè∆tj äàþò îöåíêè ïîãðåøíîñòè äèñêðå-
òèçàöèè ïî âðåìåíè, àíàëîãè÷íûå îöåíêàì ïîãðåøíîñòè äèñêðåòèçàöèè ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ýòè îöåíêè ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè íàëè-
÷èè ó ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ òðåáóåìîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè.
Îäíàêî äëÿ îáëàñòåé ñ óãëîâûìè òî÷êàìè è ñî ñìåíîé òèïîâ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü ëîêàëüíûå ñèíãóëÿðíîñòè, ò. å. ó íèõ ìîãóò
íå ñóùåñòâîâàòü äàæå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, îãðàíè÷åííûå â îáëàñòè.

Êðîìå òîãî, íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âëèÿþò è ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé
ñõåìû ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþìàðêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
Â ïðîãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû ïî óìîë÷àíèþ, ñîîòâåòñòâóþùèå
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êîìàíäå TINTP,0.005. Íî ïðè áîëüøèõ îñöèëëÿöèÿõ ðåøåíèÿ ìîæíî
óâåëè÷èòü ïàðàìåòð ÷èñëåííîãî çàòóõàíèÿ ñõåìû èëè èçìåíèòü äðóãèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â êîìàíäå TINTP.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ âàðüèðîâà-
íèåì ðàçìåðîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîäøàãîâ ïî âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ
ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû Íüþìàðêà ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íóþ ëÿ ìîäåëü-
íîãî ïðèìåðà òî÷íîñòü ïîëåé òåìïåðàòóðû è ïåðåìåùåíèé ïðè âûáðàííûõ
çíà÷åíèÿõ.

3.2.3. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ, âûçûâàåìûå òåìïå-
ðàòóðíûì âîçäåéñòâèåì, äëÿ äâóìåðíîé êîíñòðóêöèè â ôîðìå áóêâû, óêà-
çàííîé íèæå. Ðàññìîòðåòü íåñòàöèîíàðíóþ ñâÿçàííóþ çàäà÷ó òåðìîóïðó-
ãîñòè, à òàêæå åå óïðîùåííûå ìîäåëè àíàëîãè÷íî ìîäåëüíîìó ïðèìåðó. Â
êà÷åñòâå ôèçè÷åñêèõ âõîäíûõ äàííûõ âçÿòü çíà÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå äàí-
íûì èç ìîäåëüíîãî ïðèìåðà. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû îáëàñòåé ñëåäóåò
âûáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî â äèàïàçîíàõ çíà÷åíèé, àíàëîãè÷íûõ ìîäåëüíî-
ìó ïðèìåðó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè èñïîëüçîâàòü äóãè ýëëèïñîâ è äóãè
îêðóæíîñòåé (êîìàíäà LARC).

Èñïîëüçóéòå êîìàíäíûé ðåæèì ïðîãðàììû ANSYS äëÿ ñîçäàíèÿ òâåð-
äîòåëüíîé è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëåé, çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ðå-
øåíèÿ çàäà÷è è ïðîñìîòðà çàðàíåå îïðåäåëåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ïîñòðîöåñ-
ñîðå POST26. Èíòåðàêòèâíûé ðåæèì ANSYS èñïîëüçóéòå äëÿ ïðîñìîò-
ðà ðåçóëüòàòîâ â ïîñòïðîöåññîðå POST1 è âèçóàëèçàöèè òâåðäîòåëüíîé è
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëåé.

Äàéòå àíàëèç ñõîäèìîñòè ïðè ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè, çíà÷åíèé ïîäøàãîâ ïî âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ ìîäèôèöèðîâàííîé
ñõåìû Íüþìàðêà. Ïðèâåäèòå ðàáî÷èé âàðèàíò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ðàçíûõ øàãîâ ïî âðåìåíè. Ïðîàíàëèçèðóéòå
ðåçóëüòàòû (ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé òåìïåðàòóðû è ïåðåìåùåíèé îò
âðåìåíè â õàðàêòåðíûõ òîêàõ, ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé òåìïåðàòóðû â
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, âåêòîðíûé ïîêàç ïîëÿ ïîòîêà òåïëà) è
îôîðìèòå îò÷åò.

Îò÷åò äîëæåí ñîäåðæàòü äàííûå îá èñïîëíèòåëå, îïèñàíèå çàäà÷è, à
òàêæå óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëü-
íîãî êîìïëåêñà ANSYS.

Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû �2 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.9.
Êðèâîëèíåéíûå îáëàñòè ïðåäñòàâëåíû â âèäå çàãëàâíûõ áóêâ ðóññêîãî,
ëàòèíñêîãî è ãðå÷åñêîãî àëôàâèòîâ.
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Òàáëèöà 3.9. Variants of individual tasks for the practical assignment No. 2

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Âèä îáëàñòè Á Â Ç Î Ñ Ó Ô × Ý Þ

Âàðèàíò 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Âèä îáëàñòè D G J S Q U Ω Ψ Θ ρ

3.3. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �3. Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëå-

áàíèÿ óïðóãîãî èçëó÷àòåëÿ â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå

Öåëü ðàáîòû

1. Èçó÷èòü îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè
òâåðäûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè â ANSYS APDL íà ïðèìå-
ðå äâóìåðíîé çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî èç-
ëó÷àòåëÿ, ïîãðóæåííîãî â àêóñòè÷åñêóþ ñðåäó (ôàéëû ïðèìåðà:
FE_Mod_CP_3_sm.inp íà ñ. 151, FE_Mod_CP_3_ha.inp íà ñ. 157,
FE_Mod_CP_3_Post.inp íà ñ. 164):
1.1. àêóñòè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, â òîì ÷èñëå ñ îïöèåé âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñ òâåðäîòåëüíûìè ýëåìåíòàìè;
1.2. çàäàíèå íåîòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

¾áåñêîíå÷íûõ¿ îáëàñòåé;
1.3. âûáîð ïàðàìåòðîâ è ñòðóêòóðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê;
1.4. âûáîð îïöèé ðåøàòåëÿ;
1.5. îñîáåííîñòè ïîñòïðîöåññîðíîé îáðàáîòêè.

2. Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå APDL ANSYS äëÿ èíäèâèäóàëüíîé
äâóìåðíîé çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî èçëó÷àòåëÿ,
ïîãðóæåííîãî â àêóñòè÷åñêóþ ñðåäó.

3. Ïðîâåñòè ðàñ÷åòû, ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû è îôîðìèòü îò÷åò.

3.3.1. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î òåõíèêå ðåøåíèÿ â ANSYS çàäà÷ î
âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè

Ñðåäè ìíîæåñòâà çàäà÷ àêóñòèêè, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çà-
äà÷è î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ èçëó÷àòåëåé ñ àêóñòè÷å-
ñêèìè ñðåäàìè. Èçëó÷àòåëè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè èëè ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèìè òåëàìè, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ óïðàâëÿþùèõ
âîçäåéñòâèé ñîâåðøàþò óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ èëè íåñòàöèîíàðíûå
äâèæåíèÿ. Åñëè ýòè òåëà ïîãðóæåíû â àêóñòè÷åñêèå ñðåäû, òî, êàê îòìå-
÷àëîñü â ðàçäåëå 1.6, ãðàíèöû òâåðäûõ è æèäêèõ ñðåä âçàèìîäåéñòâóþò
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ìåæäó ñîáîé. Â ðåçóëüòàòå â àêóñòè÷åñêèõ ñðåäàõ íà÷èíàþò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ àêóñòè÷åñêèå âîëíû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü äëÿ
çàäà÷ äàííîãî òèïà (ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ, ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ, ñêî-
ðîñòè, óðîâíÿ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ).

Äîâîëüíî ÷àñòî èçëó÷àòåëè èìåþò ìíîãî ìåíüøèå ðàçìåðû ïî
ñðàâíåíèþ ñ âíåøíåé àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé, è ÿâëåíèÿ îòðàæåíèÿ
àêóñòè÷åñêèõ âîëí îò èõ óäàëåííûõ ãðàíèö íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîãî
èíòåðåñà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñêóññòâåííî ¾îáðåçàòü¿ ðàçìåðû
àêóñòè÷åñêîé ñðåäû, ïîñòàâèâ íà íîâûõ ãðàíèöàõ ¾íåîòðàæàþùèå¿
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàêèå óñëîâèÿ â èäåàëå äîëæíû ìîäåëèðîâàòü
ïðîöåññû ïðîõîæäåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ÷åðåç ýòè ãðàíèöû áåç
îòðàæåíèÿ.

Çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè ÿâëÿ-
þòñÿ äèíàìè÷åñêèìè çàäà÷àìè (çàäà÷àìè îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ
èëè íåñòàöèîíàðíûìè çàäà÷àìè). Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèåìëåìîé
òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ðàçìåðû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîëæíû âûáèðàòüñÿ íå
òîëüêî èç îöåíîê ïîãðåøíîñòè äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òèïà O(hps/ sinφ),
ãäå hs � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ýëåìåíòà, φ � ìèíèìàëüíûé óãîë ïðè âåð-
øèíå ýëåìåíòà, p � ñòåïåíü àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà, íî è äîëæíû
áûòü ñâÿçàíû ñ äëèíàìè õàðàêòåðíûõ âîëí. Íàïðèìåð, åñëè c0 � ñêîðîñòü
àêóñòè÷åñêèõ âîëí, à èçëó÷àòåëü êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé f , òî õàðàêòåðíûå
äëèíû âîëí λ ìîæíî ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå: λ = c0/f . Òî-
ãäà, â çàâèñèìîñòè îò òèïà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, åãî ðåêîìåíäóåìûé ðàçìåð
hd äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé ìîæ-
íî ïðèíÿòü ðàâíûì hd = λ/10 (äëÿ ýëåìåíòîâ ñ ïðîìåæóòî÷íûìè óçëàìè)
èëè hd = λ/20 (äëÿ ýëåìåíòîâ áåç ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ). Äëÿ ìàëûõ
çíà÷åíèé ÷àñòîò f ðàçìåð hd ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü hs, è ïî-
ýòîìó íå ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ ÷àñòîò âïîëíå
âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà hd << hs, ò. å. ðàçìåð ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûé ñ
îñöèëëÿöèÿìè çíà÷åíèé àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé çà ïåðèîä êîëåáàíèé, ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëÿþùèì.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ãðàíèöû âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ è àêóñòè÷åñêèõ ñðåä, íåîòðàæàþùèå
ãðàíèöû (åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü) è óñòàíîâèòü ðàçóìíûå
ïàðàìåòðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîñòè êîìïëåêñà ANSYS ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ àêóñòèêè ñóùåñòâåííî ðàñøèðèëèñü çà ïîñëåäíèå ãîäû. Â äàííîì
ïîñîáèè áàçîâîé âåðñèåé ÿâëÿåòñÿ ðåëèç ANSYS 11.0, è ïîýòîìó îñíîâíîå
âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî àêóñòè÷åñêîìó àíàëèçó èìåííî â ýòîé âåðñèè
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ANSYS. Òàêæå êðàòêî áóäóò îòìå÷åíû è íîâûå ñðåäñòâà ANSYS ñòàðøèõ
âåðñèé.

Äëÿ àêóñòè÷åñêîãî àíàëèçà â ANSYS 11.0 ïðåäëàãàþòñÿ äâà îñíîâíûõ
òèïà ýëåìåíòîâ: FLUID29 è FLUID30 ðàçìåðíîñòè 2-D è 3-D,
ñîîòâåòñòâåííî. FLUID29 ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûì ýëåìåíòîì ñ
÷åòûðüìÿ óçëàìè è èìååò âàðèàíò ñ òðåóãîëüíîé ôîðìîé. FLUID30
ÿâëÿåòñÿ âîñüìèóçëîâûì ãåêñàýäðàëüíûì ýëåìåíòîì è èìååò âàðèàíòû
ñ ïðèçìàòè÷åñêîé è òåòðàýäðàëüíîé ôîðìàìè. Ýëåìåíòû FLUID29 è
FLUID30 ìîãóò íàõîäèòüñÿ â êîíòàêòå ñ àíàëîãè÷íûìè òâåðäîòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè (êàê ñ óïðóãèìè, òàê è ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè), íàïðèìåð ñ
PLANE13, PLANE42, SOLID5, SOLID45, è äð. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèé çäåñü íóæíî
âûáèðàòü ýëåìåíòû òîé æå ôîðìû.

Äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå êîíòàêòèðóþò ñ òâåðäîòåëüíû-
ìè ýëåìåíòàìè, íóæíî îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü îïöèþ KEYOPT(2)=0
(ðàçðåøåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ). Ýòî ïðèâîäèò ê íåñèììåòðè÷íîé êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ìàòðèöå. Äëÿ âñåõ äðóãèõ àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ìîæ-
íî óñòàíîâèòü KEYOPT(2)=1, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íûå
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ ñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè òðåáóåò ãîðàçäî ìåíüøå ìåñòà â ïàìÿòè è
ìàøèííîãî âðåìåíè, òî ïî âîçìîæíîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèì-
ìåòðè÷íûå ìàòðèöû.

Äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â ANSYS íåîáõîäèìî çàäàòü ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (êîìàíäà MP): DENS � ïëîòíîñòü
æèäêîñòè ρ0, SONC � ñêîðîñòü çâóêà c0.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîãëîùåíèå çâóêà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä (ãðàíèöà
Γai ñ èìïåäàíñîì Z), òî èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàëüíûé
ïàðàìåòð MU äëÿ óêàçàíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ β = Z/Z0, Z0 =
ρ0c0. Çíà÷åíèå β îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé,
íî ÷åì áëèæå β ê åäèíè÷íîìó çíà÷åíèþ, òåì ñèëüíåå ïîãëîùåíèå, à äëÿ
îäíîìåðíûõ çàäà÷ β = 1 îáåñïå÷èâàåò íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå Γai ïîëíîå
ïîãëîùåíèå ïëîñêèõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí.

Áîëåå ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ñâÿçàíû ñ àêóñòè÷åñêèìè êîíå÷íûìè
ýëåìåíòàìè FLUID129 è FLUID130, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ âìåñòå
ñ FLUID29 è FLUID30 äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûõ
îáëàñòåé. Ýòè ýëåìåíòû ðåàëèçóþò íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå äàþò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáû÷íûìè èìïåäàíñíûìè ãðàíèöàìè Γai. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûõ ãðàíèö ÿâëÿëàñü òåìîé
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ìíîãèõ ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé [9]. Â êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ FLUID129
è FLUID130 ðåàëèçîâàí ïîäõîä, ïðåäñòàâëåííûé â [31].

Ýëåìåíòû FLUID129 è FLUID130 ìîãóò íàõîäèòüñÿ â êîíòàêòå
òîëüêî ñ FLUID29 è FLUID30, ñîîòâåòñòâåííî, íî íå ñ óïðóãèìè
è íå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè òâåðäîòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Âíåøíÿÿ
ãðàíèöà ñåòêè àêóñòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîêðûòàÿ ýëåìåíòàìè
FLUID129 èëè FLUID130, äîëæíà èìåòü ôîðìó îêðóæíîñòè (äëÿ 2D
è îñåñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ) èëè ñôåðû (äëÿ 3D ýëåìåíòîâ). Ðàäèóñ
îêðóæíîñòè èëè ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöû îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, à òàêæå
êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè èëè ñôåðû äîëæíû áûòü óêàçàíû â
ýëåìåíòíûõ êîíñòàíòàõ êîìàíäû R.

Êàê óêàçûâàåòñÿ â äîêóìåíòàöèè ANSYS, ïðèìåíåíèå áåñêîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû êàê äëÿ íèçêèõ, òàê è äëÿ âûñîêèõ
÷àñòîò. Â ANSYS îòìå÷àåòñÿ, ÷òî õîðîøàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ
ïðè ðàñïîëîæåíèè áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèçèòåëüíî íà ðàññòîÿíèè
λ/5 çà ïðåäåëàìè îáëàñòè, êîòîðóþ çàíèìàåò òâåðäîå òåëî. Çäåñü λ =
c0/f � äîìèíèðóþùàÿ äëèíà âîëíû äëÿ âîëí äàâëåíèÿ. Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå ïîãðóæåíèÿ êîëüöà èëè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàäèóñà Rs

ðàäèóñ âíåøíåé ãðàíèöû Ra = RAD, íà êîòîðóþ ìîãóò áûòü ïîìåùåíû
áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû, ìîæåò áûòü ðàâåí ïðèìåðíî Rs + λ/5. Áîëåå
òî÷íûå îöåíêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Ra. Êðîìå òîãî, íàäî ó÷èòûâàòü,
÷òî àêóñòè÷åñêèå ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñîñðåäîòî÷åííîãî
èñòî÷íèêà â òî÷êå ξ â ïëîñêèõ çàäà÷àõ çàòóõàþò êàê 1/

√
R, ãäå R =√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2, à â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ êàê 1/r, ãäå r =√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ2)3.

Îñîáåííîñòè àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè
òâåðäûõ òåë ñ àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè â ïîñòïðîöåññîðàõ ANSYS ñâÿçàíû
ñ òåì, ÷òî ïîëåâûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ òâåðäûìè òåëàìè è ñ
àêóñòè÷åñêèìè ñðåäàìè, çàäàíû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Ïîýòîìó, íàïðèìåð,
åñëè íóæíî ïîêàçàòü ôîðìû êîëåáàíèé óïðóãîãî èëè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî
òåëà, òî âíà÷àëå íóæíî âûäåëèòü òîëüêî óïðóãèå èëè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
ýëåìåíòû è òîëüêî ïîòîì âûâîäèòü ôîðìû êîëåáàíèé. Àíàëîãè÷íî, åñëè
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, íàïðèìåð, ïîëÿ äàâëåíèé PRES â àêóñòè÷åñêîé
ñðåäå, òî ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî âûäåëèòü àêóñòè÷åñêèå ýëåìåíòû, è ëèøü
ïîòîì ïðèìåíÿòü êîìàíäû òèïà PLNSOL,PRES.

Â áîëåå ñòàðøèõ âåðñèÿõ ANSYS äëÿ àêóñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîÿâè-
ëîñü ìíîæåñòâî íîâîââåäåíèé: ìîäåëè àêóñòè÷åñêèõ æèäêîñòåé ñ ïîãëî-
ùåíèåì (MP, VISC, MAT, C0); ýëåìåíòû FLUID220 è FLUID221 ñ



150 Ãëàâà 3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ANSYS

ïðîìåæóòî÷íûìè óçëàìè äëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷; ñèììåòðè÷íûå ðåøàòåëè
äëÿ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ è æèäêèõ ñðåä (FSI); íîâûå èìïå-
äàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êàê, íàïðèìåð, èäåàëüíî ïîãëîùàþùèé ñëîé
¾Perfectly Matched Layer¿ (PML) è äð. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàííûå èíñòðó-
ìåíòû Application Customization Toolkit (ACT) òåïåðü ïðåäîñòàâëÿþò ðÿä
óäîáíûõ ñðåäñòâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ â ñðåäå ANSYS
Workbench.

Ê ñîæàëåíèþ, êà÷åñòâî äîêóìåíòàöèè ïî íîâûì ñðåäñòâàì àêóñòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà â ANSYS îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî, íî äëÿ óãëóáëåííîãî
îçíàêîìëåíèÿ ñ àêóñòè÷åñêèì àíàëèçîì â ANSYS ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
ïîðåêîìåíäîâàòü îáúåìíóþ ìîíîãðàôèþ [30] ñ ïðèìåðàìè, äîñòóïíûìè
ïî ññûëêå: http://www.mecheng.adelaide.edu.au/avc/software.

3.3.2. Îïèñàíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òðóáó, ïîãðóæåííóþ â ìîðñêóþ âîäó. Âîäà çàíèìàåò íà-
ñòîëüêî áîëüøóþ îáëàñòü, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü åå áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííîé
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Òðóáà ÿâëÿåòñÿ äâóõñëîéíîé è ñîñòîèò èç ðàçëè÷-
íûõ ìàòåðèàëîâ. Âíóòðåííèé ðàäèóñ òðóáû R1 = 0.25 (ì), âíåøíèé ðàäèóñ
R3 = 0.27 (ì), ñåðåäèííûé ðàäèóñ, ðàçãðàíè÷èâàþùèé äâà ñëîÿ, R2 = 0.26
(ì). Ïåðâûé ñëîé R1 ≤ r ≤ R2 âûïîëíåí èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (ñòàëè)
ñ ìîäóëåì Þíãà E1 = 2 ·1011 (Í/ì2), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν1 = 0.29 è
ïëîòíîñòüþ ρ1 = 7860 (êã/ì3). Âòîðîé ñëîé R2 ≤ r ≤ R3 âûïîëíåí èç äðó-
ãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (ìåäè) ñ ìîäóëåì Þíãà E2 = 1.2 ·1011 (Í/ì2),
êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν2 = 0.33 è ïëîòíîñòüþ ρ2 = 8900 (êã/ì3). Ïðè-
ìåì, ÷òî ïëîòíîñòü ìîðñêîé âîäû ρ0 = ρa = 1030 (êã/ì3), à ñêîðîñòü çâóêà
â ìîðñêîé âîäå c0 = ca = 1560 (ì/ñ).

Ïîñêîëüêó òðóáà èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ äèíó âäîëü îñåâîãî
íàïðàâëåíèÿ è âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ ïðèëîæåíû ðàâíîìåðíî ïî îñè,
òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ïëîñêîé äåôîðìàöèè
äëÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáû â æèäêîñòè (ðèñ. 3.17). Îáëàñòü,
çàíèìàåìóþ æèäêîñòüþ, îãðàíè÷èì áîëüøèì ðàäèóñîì Ra. Íà ãðàíèöå
r = Ra áóäåì èñïîëüçîâàòü íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
êîòîðûå áóäåì ìîäåëèðîâàòü èëè èìïåäàíñíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
èëè ñïåöèàëüíûìè àêóñòè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ANSYS äëÿ
áåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé.

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèé ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â òâåðäîì òåëå è ïîëÿ äàâëåíèÿ â
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Ðèñ. 3.17. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è

æèäêîñòè â îêðåñòíîñòè òîé íàèìåíüøåé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû fr, ìîäû
êîëåáàíèé êîòîðîé ìîæíî âîçáóäèòü äâóìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè
F = F̃ exp[i2πft] ñ àìïëèòóäàìè F̃ = 100 Í/ì, ïðèëîæåííûìè â äâóõ
òî÷êàõ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå êîëüöà (ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáû) â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.17.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ANSYS

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè X
è îñè Y . Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòâåðòü ìîäåëè, íàïðèìåð, ïðè
X ≥ 0, Y ≥ 0. Âàæíî ó÷åñòü, ÷òî ïîñêîëüêó ñèëà F äåéñòâóåò íà îáå
ïîëîâèíêè ìîäåëè Y ≥ 0 è Y ≤ 0, òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè íàäî
âçÿòü ïîëîâèííîå çíà÷åíèå ñèëû F/2.

Ðàññ÷èòàåì âíà÷àëå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçëó÷àòåëÿ áåç ó÷åòà
æèäêîñòè, âûïîëíèâ ôàéë FE_Mod_CP_3_sm.inp.

Ëèñòèíã âõîäíîãî ôàéëà FE_Mod_CP_3_sm.inp

! Ôàéë FE_Mod_CP_3_sm.inp
! Òåñòîâàÿ çàäà÷à �3
! ÏËÎÑÊÀß ÇÀÄÀ×À
! ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÎÑÒÀÂÍÎÃÎ ÊÎËÜÖÀ (ÖÈËÈÍÄÐÀ)
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! Ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òåëà áåç æèäêîñòè

! Èíâåðòèðîâàíèå ôîíà ñ ÷åðíîãî íà áåëûé
/RGB,INDEX,100,100,100,0
/RGB,INDEX,0,0,0,15

/PREP7
F_R='FE_Mod_CP_3_sm'! Èìÿ ôàéëîâ äëÿ âûâîäà ðåçóëüòàòîâ

! Ïàðàìåòðû äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (âñå - â ñèñòåìå ÑÈ)

R1=0.25 ! Âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà
R2=0.26 ! Ñåðåäèííûé ðàäèóñ êîëüöà
R3=0.27 ! Âíåøíèé ðàäèóñ êîëüöà

NFREQ=4 ! ×èñëî âûâîäèìûõ ÷àñòîò
FBEG=0.1 ! Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äèàïàçîíà ÷àñòîò
FEND=1e10 ! Êîíå÷íîå çíà÷åíèå äèàïàçîíà ÷àñòîò

! Ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà òåëà
! Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ñòàëè
RO1=7.86e3 ! Ïëîòíîñòü
E1=2e11 ! Ìîäóëü Þíãà
NU1=0.29 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

! Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ìåäè
RO2=8.9e3
E2=1.2e11
NU2=0.33

MP,DENS,1,RO1 ! Ïëîòíîñòü ñðåäû 1
MP,EX,1,E1 ! ìîäóëü Þíãà ñðåäû 1
MP,NUXY,1,NU1 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû 1

MP,DENS,2,RO2 ! Ïëîòíîñòü ñðåäû 2
MP,EX,2,E2 ! Ìîäóëü Þíãà ñðåäû 2
MP,NUXY,2,NU2 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû 2

! Óïðóãèé ÊÝ ñ ÷åòûðüìÿ óçëàìè, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ
ET,1,PLANE42,,,2

! Ïàðàìåòðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
SM=1.00 ! Ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü (scaling multiplier)
HDIV=2*SM ! Êîëè÷åñòâî ÊÝ ïî òîëùèíå (äëÿ îäíîãî ìàòåðèàëà)
TDIV=32*SM ! Êîëè÷åñòâî ÊÝ ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ
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! Ôîðìàòèðîâàííàÿ çàïèñü â ôàéë
/OUTPUT,F_R,res
*VWRITE
(1X,' MODAL ANALYSIS (Block Lanczos, Plane42)')
*VWRITE,NFREQ
(1X,' NFREQ= ',F4.0)
*VWRITE,HDIV,TDIV
(1X,' HDIV= ',F4.0,' TDIV= ',F4.0)
/OUTPUT
*DIM,FR,ARRAY,NFREQ ! Ìàññèâ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

! Ñîçäàíèå ãåîìåòðèè ìîäåëè
CSYS,1 ! Ïåðåõîä â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
K,1,R1 $ K,2,R2 $ K,3,R3
K,4,R3,90 $ K,5,R2,90 $ K,6,R1,90
L,6,1 $ L,1,2 $ L,2,5 $ L,5,6 $ L,2,3 $ L,3,4 $ L,4,5
A,1,2,5,6
A,2,3,4,5
CSYS,0 ! Âîçâðàò â äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

! Ðàçáèåíèå ëèíèé
LESIZE,1,,,TDIV $ LESIZE,3,,,TDIV $ LESIZE,6,,,TDIV

LESIZE,2,,,HDIV $ LESIZE,5,,,HDIV
LESIZE,4,,,HDIV $ LESIZE,7,,,HDIV
MSHKEY,1
MSHAPE,0,2D
ASEL,S,AREA,,2 ! Âûäåëÿåì íîâîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé - îáëàñòü 2
AATT,2,,1 ! Àññîöèèðóåì ñ âûäåëåííîé îáëàñòüþ

! àòðèáóòû: MAT=2, TYPE=1
ASEL,ALL ! Âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ îáëàñòåé
AMESH,ALL
FINISH

/SOLU
ANTYPE,MODA ! Ìîäàëüíûé àíàëèç
! Áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà
! ×èñëî ÷àñòîò NFREQ â èíòåðâàëå FBEG,FEND
MODOPT,LANB,NFREQ,FBEG,FEND

! Óñëîâèÿ ñèììåòðèè
LSEL,S,LOC,Y,0
LSEL,A,LOC,X,0
DL,ALL,,SYMM
LSEL,ALL

SOLVE
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FINISH

/POST1
! Âûâîä òàáëèöû ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â ôàéë
*DO,I,1,NFREQ

SET,,I
*GET,FR(I),MODE,I,FREQ
FRI=FR(I)
/OUTPUT,F_R,res,,append
*VWRITE,I,FRI
(1X,F4.0,' ',E12.5)
/OUTPUT

*ENDDO

! Âûâîä êàðòèíîê ôîðì (ìîä) êîëåáàíèé
/PNUM,MAT,1 ! Íóìåðîâàòü ýëåìåíòû ïî ìàòåðèàëüíûì ñâîéñòâàì
/NUMBER,1 ! Íîìåðà îòðàæàòü òîëüêî öâåòîì
/TRIAD,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò
/PLOPTS,LOGO,OFF ! Îòêëþ÷èòü âûâîä ãðàôè÷åñêîé êàðòèíêè ANSYS
/PLOPTS,DATE,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü äàòó
/PLOPTS,FRAME,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü ðàìêó
/WINDOW,1,LTOP ! Îêíî 1 - ñëåâà ââåðõó
SET,,1 ! Ñ÷èòûâàþòñÿ äàííûå ïî ïåðâîé ìîäå êîëåáàíèé
PLDISP,2 ! ïîêàçàòü ìîäó êîëåáàíèé âìåñòå ñ èñõîäíîé ôîðìîé

/WINDOW,1,OFF ! Ñäåëàòü îêíî 1 ïàññèâíûì
/NOERASE ! Íå î÷èùàòü ñîäåðæèìîå îêîí
/WINDOW,2,RTOP ! Îêíî 2 - ñïðàâà ââåðõó
SET,,2 ! Ñ÷èòûâàþòñÿ äàííûå ïî âòîðîé ìîäå êîëåáàíèé
PLDISP,2
/WINDOW,2,OFF
/WINDOW,3,LBOT ! Îêíî 3 - ñëåâà âíèçó
SET,,3 ! Ñ÷èòûâàþòñÿ äàííûå ïî òðåòüåé ìîäå êîëåáàíèé
PLDISP,2
/WINDOW,3,OFF
/WINDOW,4,RBOT ! Îêíî 4 - ñïðàâà âíèçó
SET,,4 ! Ñ÷èòûâàþòñÿ äàííûå ïî ÷åòâåðòîé ìîäå êîëåáàíèé
PLDISP,2

! Âîçâðàò ê îáû÷íûì îêîííûì ðåæèìàì
/WINDOW,1,ON
/WINDOW,1,FULL
/WINDOW,4,OFF

! Íàäî âûïîëíèòü äàííóþ êîìàíäó (áåç !) äëÿ î÷èñòêè ñîäåðæèìîãî îêíà
! ERASE
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Ðèñ. 3.18. Ôîðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èçëó÷àòåëÿ áåç æèäêîñòè

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ôàéëà ïîëó÷àåì çíà-
÷åíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçëó÷àòåëÿ áåç ó÷åòà æèäêîñòè
è ôîðìû êîëåáàíèé íà ýòèõ ÷àñòîòàõ (ðèñ. 3.18). Çäåñü ýëåìåíòû, èìåþ-
ùèå ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà, âûäåëåíû ðàçíûìè öâåòàìè: ñâîé-
ñòâà òèïà 1 � áîëåå ñâåòëîãî öâåòà (áèðþçîâûé), ñâîéñòâà òèïà 2 � áîëåå
òåìíîãî öâåòà (ôèîëåòîâûé). Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå FBEG ÷à-
ñòîòíîãî äèàïàçîíà, â êîòîðîì èñêàëèñü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, áûëî âçÿòî
íåìíîãî áîëüøèì íóëÿ, ÷òîáû íå íàõîäèëèñü íóëåâûå ÷àñòîòû äâèæåíèÿ
òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïðàâäà, â äàííîé çàäà÷å â ñèëó ðàññìîòðåíèÿ
÷åòâåðòè ìîäåëè ñ óñëîâèÿìè ñèììåòðèè íóëåâûõ ÷àñòîò áûòü íå ìîæåò,
è çäåñü ýòî ñäåëàíî òîëüêî äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ êîìàíä èç ïðèâå-
äåííîãî ôàéëà ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ çàäà÷.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè, èçîáðàæåííûìè
íà ðèñ. 3.17, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ f ìîæíî âîçáóäèòü êîëåáàíèÿ íà
âñåõ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ. Ïðè íàëè÷èè æèäêîñòè
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çíà÷åíèÿ âñåõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò óìåíüøàòñÿ, è, ïî-âèäèìîìó, çíà÷åíèå
âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû èçëó÷àòåëÿ â æèäêîñòè
ìîæíî îæèäàòü â ðàéîíå 130 Ãö. Äëÿ èçëó÷àòåëÿ áåç æèäêîñòè ïî
ïðèâåäåííîé âûøå ïðîãðàììå FE_Mod_CP_3_sm.inp áûëà ïîëó÷åíà
ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà fsr1 = 164.313 Ãö.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè ìîäàëüíûé àíàëèç
(ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) äëÿ èçëó÷àòåëÿ â æèäêîñòè
è óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ îæèäàåìîé ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ïðîïóñêàÿ
ýòîò øàã, ïåðåéäåì ñðàçó ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ
óïðóãîãî èçëó÷àòåëÿ â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Âûáåðåì ðàñ÷åòíûé ÷àñòîòíûé
èíòåðâàë fbeg ≤ f ≤ fend, fbeg = 100 Ãö, fend = 150 Ãö; à òàêæå ÷èñëî
çíà÷åíèé ïî ÷àñòîòå nfreq = 100. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèÿõ èçëó÷àòåëÿ â æèäêîñòè áóäåò ðåøàòüñÿ nfreq = 100 ðàç ñ øàãîì
ïî ÷àñòîòå ∆f = (fend − fbeg)/nfreq = 0.2 Ãö äëÿ ÷àñòîò fk = fbeg + k∆f ,
k = 1, 2, ..., nfreq. Ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé fr íàçîâåì òî çíà÷åíèå ÷àñòîòû
èç ìàññèâà fk, k = 1, 2, ..., nfreq, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ
âåëè÷èíà àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ ũy èëè àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p̃p (uy =
ũy exp[i2πft]; p = p̃ exp[i2πft]) â âåðõíåé òî÷êå èçëó÷àòåëÿ X = 0, Y = Rs.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî äàæå åñëè áû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðàñ÷åòû
áûëè ïîëíîñòüþ òî÷íû, çäåñü óæå çàëîæåíà àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû ∆f = 0.2 Ãö èëè îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
(∆f/fbeg) · 100% = 0.2%.

Ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå íóæíî ïîìåñòèòü áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû, ïî
ðåêîìåíäàöèè ðóêîâîäñòâà ANSYS äîëæíî áûòü ðàâíî íå ìåíåå Rs+ λ/5,
ãäå Rs � âíåøíèé äèàìåòð êîëüöà, λ = c0/f � äîìèíèðóþùàÿ äëèíà
âîëíû äëÿ âîëí äàâëåíèÿ. Â äàííîé çàäà÷å âíåøíèé ðàäèóñ êîëüöà
Rs = R3 = 0.27 ì, ñêîðîñòü çâóêà â âîäå c0 = ca = 1560 ì/ñ,
äîìèíèðóþùàÿ ÷àñòîòà îöåíèâàåòñÿ êàê f = 130 Ãö. Òîãäà R3 + λ/5 =
0.27 + 1560/130/5 = 2.67 (ì). Îäíàêî, â äàííîé çàäà÷å ïðè î÷åíü
íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèÿõ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå áóäåò
íàìíîãî áîëüøå äîïóñòèìîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ áåñêîíå÷íûõ
àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçîâîãî çíà÷åíèÿRa ðàäèóñà
ðàñïîëîæåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ FLUID129 èëè èìïåäàíñíûõ
àêóñòè÷åñêèõ ãðàíèö ïðèìåì Ra = 4Rs = 1.08 ì. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ïðè ýòîì çíà÷åíèè, ñðàâíèì òàêæå ñ ðåçóëüòàòàìè ïðè Ra = 2Rs è
Ra = 8Rs.

Ïðè î÷åíü áîëüøîé äëèíå âîëíû λ = c0/f ≈ 12 (ì) îãðàíè÷åíèå
íà ðàçìåð êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ hd = λ/20 ≈ 0.6 (ì) îêàçûâàåòñÿ
áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèå âíåøíåãî ðàäèóñà êîëüöà Rs = R3 = 0.27 (ì).
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Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåì ðàçáèåíèå îáëàñòåé êàæäîãî èç ìàòåðèàëîâ
êîëüöà ïî òîëùèíåHDIV = 2SM , ðàçáèåíèå ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ
ëèíèé êîëüöà è àêóñòè÷åñêîãî îáëàñòè TDIV = 32SM , à ðàçáèåíèå
àêóñòè÷åñêîé îáëàñòèHADIV = 32SM , ãäå SM = 1. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû
â àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè áóäåì ñòðîèòü ñ óâåëè÷åíèåì èõ äëèíû âäîëü
ðàäèàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñ ìíîæèòåëåì SPACE = 3. Ïðè àíàëèçå
ñõîäèìîñòè ïàðàìåòð SM áóäåì ìåíÿòü êàê â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ (SM =
2), òàê è â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ (SM = 0.5).

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà äëÿ ðàñ÷åòà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé êîëü-
öà â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå FE_Mod_CP_3_ha.inp èñïîëüçóåò äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ íåîòðàæàþùèõ ãðàíèö àêóñòè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû
FLUID129.

Ëèñòèíã âõîäíîãî ôàéëà FE_Mod_CP_3_ha.inp

! Ôàéë FE_Mod_CP_3_ha.inp
! Òåñòîâàÿ çàäà÷à �3
! ÏËÎÑÊÀß ÇÀÄÀ×À
! ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÎÑÒÀÂÍÎÃÎ ÊÎËÜÖÀ (ÖÈËÈÍÄÐÀ)
! Â ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÐÅÄÅ

! Ðàñ÷åò óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé òåëà ñ æèäêîñòüþ
! Áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòû FLUID129

! Èíâåðòèðîâàíèå ôîíà ñ ÷åðíîãî íà áåëûé
/RGB,INDEX,100,100,100,0
/RGB,INDEX,0,0,0,15

/PREP7
F_R='FE_Mod_CP_3_ha_4' ! èìÿ ôàéëîâ äëÿ âûâîäà
ðåçóëüòàòîâ

! Ïàðàìåòðû äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ (âñå - â ñèñòåìå ÑÈ)

R1=0.25 ! Âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà
R2=0.26 ! Ñåðåäèííûé ðàäèóñ êîëüöà
R3=0.27 ! Âíåøíèé ðàäèóñ êîëüöà
KRA=4 ! Êîýôôèöèåíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà RA
RA=KRA*R3 ! Ðàäèóñ äëÿ âíåøíèé ãðàíèöû æèäêîñòè

FP=100 ! Çíà÷åíèå ñèëû
NFREQ=100 ! ×èñëî âûâîäèìûõ ÷àñòîò
FBEG=100 ! Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äèàïàçîíà ÷àñòîò
FEND=150 ! Êîíå÷íîå çíà÷åíèå äèàïàçîíà ÷àñòîò
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! Ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà
! Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ñòàëè
RO1=7.86e3 ! Ïëîòíîñòü
E1=2e11 ! Ìîäóëü Þíãà
NU1=0.29 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

! Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ìåäè
RO2=8.9e3 ! Ïëîòíîñòü
E2=1.2e11 ! Ìîäóëü Þíãà
NU2=0.33 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

! Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû æèäêîñòè
ROA=1030 ! Ïëîòíîñòü
CA=1560 ! Ñêîðîñòü çâóêà
AD=1 ! Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå

MP,DENS,1,RO1 ! Ïëîòíîñòü ñðåäû 1
MP,EX,1,E1 ! Ìîäóëü Þíãà ñðåäû 1
MP,NUXY,1,NU1 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû 1

!
MP,DENS,2,RO2 ! Ïëîòíîñòü ñðåäû 2
MP,EX,2,E2 ! Ìîäóëü Þíãà ñðåäû 2
MP,NUXY,2,NU2 ! Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû 2

!
MP,DENS,3,ROA ! Ïëîòíîñòü àêóñòè÷åñêîé ñðåäû
MP,SONC,3,CA ! Ñêîðîñòü çâóêà â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå
MP,MU,3,AD ! Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå

ET,1,PLANE42,,,2 ! Óïðóãèé ÊÝ ñ 4 óçëàìè, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ
ET,2,FLUID29,,1 ! Àêóñòè÷åñêèé ÊÝ ñ 4 óçëàìè, áåç UX & UY
ET,3,FLUID29 ! Àêóñòè÷åñêèé ÊÝ ñ 4 óçëàìè, ñ UX & UY
ET,4,FLUID129 ! Àêóñòè÷åñêèé ÊÝ äëÿ áåñêîíå÷íûõ ãðàíèö
R,4,RA ! Ðàäèóñ áåñêîíå÷íîé ãðàíèöû äëÿ ÊÝ FLUID129

! Ïàðàìåòðû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
SM=1.00 ! Ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü (scaling multiplier)
HDIV=2*SM ! Êîëè÷åñòâî ÊÝ ïî òîëùèíå (äëÿ îäíîãî ìàòåðèàëà)

TDIV=32*SM ! Êîëè÷åñòâî ÊÝ ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ
! Êîëè÷åñòâî ÊÝ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ
! äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû
HADIV=32*SM
! Ìíîæèòåëü äëÿ óâåëè÷åíèÿ äëèíû àêóñòåñêèõ ÊÝ
! ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ
SPACE=3
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! Ôîðìàòèðîâàííàÿ çàïèñü â ôàéë
/OUTPUT,F_R,res
*VWRITE
(1X,' HARMONIC ANALYSIS (Plane42, Fluid29)')
*VWRITE,KRA
(1X,' RA/R3= ',F4.0)
*VWRITE,NFREQ
(1X,' NFREQ= ',F4.0)
*VWRITE,HDIV,TDIV,HADIV
(1X,' HDIV= ',F4.0,' TDIV= ',F4.0,' HADIV= ',F4.0)
/OUTPUT

! Ñîçäàíèå ãåîìåòðèè ìîäåëè
CSYS,1 ! Ïåðåõîä â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
K,1,R1 $ K,2,R2 $ K,3,R3
K,4,R3,90 $ K,5,R2,90 $ K,6,R1,90
L,6,1 $ L,1,2 $ L,2,5 $ L,5,6 $ L,2,3 $ L,3,4 $ L,4,5
A,1,2,5,6 $ A,2,3,4,5
K,7,RA $ K,8,RA,90
L,3,7 $ L,7,8 $ L,8,4
A,3,7,8,4
CSYS,0 ! Âîçâðàò â äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

! Ðàçáèåíèå ëèíèé
LESIZE,1,,,TDIV $ LESIZE,3,,,TDIV $ LESIZE,6,,,TDIV
LESIZE,2,,,HDIV $ LESIZE,5,,,HDIV
LESIZE,4,,,HDIV $ LESIZE,7,,,HDIV
LESIZE,9,,,TDIV
LESIZE,8,,,HADIV,SPACE
LESIZE,10,,,HADIV,1/SPACE
MSHKEY,1
MSHAPE,0,2D
ASEL,S,AREA,,2 ! Âûäåëÿåì íîâîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé - îáëàñòü 2
AATT,2,,1 ! Àññîöèèðóåì ñ âûäåëåííîé îáëàñòüþ

! àòðèáóòû: MAT=2, TYPE=1
ASEL,S,AREA,,3
AATT,3,,2 ! Àññîöèèðóåì ñ âûäåëåííîé îáëàñòüþ

! àòðèáóòû: MAT=3, TYPE=2
ASEL,ALL ! Âîçâðàò ê âûáîðó âñåõ îáëàñòåé
AMESH,ALL

! Èçìåíåíèå àêóñòè÷åñêèõ ÊÝ, ãðàíè÷àùèõ ñ êîëüöîì, íà òèï 3

LSEL,S,LINE,,6 ! Âûáîð ëèíèè 6 - ãðàíèöû êîëüöà è àêóñòè÷. ñðåäû
NSLL,S,1 ! Âûáîð óçëîâ íà âûáðàííûõ ëèíèÿõ
ESLN,S,0 ! Âûáîð ÊÝ, èìåþùèõ âûáðàííûå óçëû
! Èñêëþ÷åíèå èç âûáðàííîãî ìíîæåñòâà ÊÝ ñ òèïîì 1
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ESEL,U,TYPE,,1

EMODIF,ALL,TYPE,3
ALLSEL

! Óñòàíîâêà ôëàãà êîíòàêòà òâåðäîãî òåëà ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé
! äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ÊÝ
CSYS,1
NSEL,S,LOC,X,R3 ! Âûáîð óçëîâ íà ãðàíèöå òâåðäîãî è æèäêîãî òåë

ESLN ! Âûáîð ÊÝ, èìåþùèõ âûáðàííûå óçëû
ESEL,R,TYPE,,3 ! Âûáîð èç íèõ ÊÝ, èìåþùèõ TYPE=3
SF,ALL,FSI ! Óñòàíîâêà ôëàãà äëÿ óçëîâ êîíòàêòà FSI
NSEL,ALL
ESEL,ALL
CSYS,0

FINISH

/SOLU
ANTYPE,HARMIC ! Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ
HROPT,FULL
HARFRQ,FBEG,FEND
NSUBST,NFREQ
KBC,1

! Óñëîâèÿ ñèììåòðèè
LSEL,S,LOC,Y,0
LSEL,A,LOC,X,0
DL,ALL,,SYMM
LSEL,ALL

CSYS,1
KSEL,S,LOC,X,R1
KSEL,R,LOC,Y,0
FK,ALL,FX,-FP/2 ! Äåëèì FP íà 2, ò.ê. ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòü ìîäåëè

KSEL,ALL
CSYS,0

! Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ FLUID129
CSYS,1
NSEL,S,LOC,X,RA ! Âûáîð óçëîâ íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå
TYPE,4 $ REAL,4 $ MAT,3
ESURF
ESEL,ALL
NSEL,ALL
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CSYS,0

OUTRES,BASIC,ALL
SOLVE
SAVE
FINISH

! Âõîä â ïîñòïðîöåññîð Time History Postprocessor
/POST26
/SHOW,WIN32C
/TRIAD,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü íà÷àëà êîîðäèíàò è îñåé

/PLOPTS,INFO,2 ! Èñïîëüçîâàòü ôîðìàò âûâîäà Auto-legend äëÿ
ïîäïèñåé
/PLOPTS,LEG2,OFF
/PLOPTS,LOGO,OFF ! Ëîãîòèï ANSYS íå ïîêàçûâàòü â ãðàôè÷åñêîì âèäå

/PLOPTS,FRAME,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü ðàìêó
/PLOPTS,DATE,OFF ! Íå ïîêàçûâàòü äàòó

/COLOR,CURVE,WHIT,1,6
/COLOR,GRID,WHIT
/GRID,1

CSYS,1
NSEL,S,LOC,X,R3
NSEL,R,LOC,Y,90
! Óçåë ñ íîìåðîì N_RES1 - òî÷êà (0,R3) â äåêàðòîâîé ÑÊ
*GET,N_RES1,NODE,,NUM,MIN
NSEL,S,LOC,X,RA
NSEL,R,LOC,Y,90
! Óçåë ñ íîìåðîì N_RES2 - òî÷êà (0,R3) â äåêàðòîâîé ÑÊ
*GET,N_RES2,NODE,,NUM,MIN
NSEL,ALL
CSYS,0

/XRANG,FBEG,FEND
/AXLAB,X,Frequency (Hz)
/AXLAB,Y,Displacement UY (m)
NSOL,2,N_RES1,UY
ABS,3,2,,ABSUY
*GET,FRES,VARI,3,EXTREM,TMAX ! Îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû

/OUTPUT,F_R,res,,append
*VWRITE,FRES
(1X,' FRES= ',E12.5)
PRVAR,2
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/OUTPUT PLCPLX,2 ! Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
PLVAR,2

! PLVAR,3 ! Àìïëèòóäà èëè ìîäóëü UY

! Êîìàíäû äëÿ âûâîäà äàâëåíèÿ â òîé æå òî÷êå (ðàñêîììåíòèðîâàòü)
! NSOL,4,N_RES1,PRES
! /AXLAB,Y,Acoustic pressure PRES (Pa)
! PLVAR,4

Äàííàÿ ïðîãðàììà ñòðîèò êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó, ïîêàçàííóþ
íà ðèñ. 3.19, ãäå ñëåâà ýëåìåíòû ðàñêðàøåíû ïî ìàòåðèàëüíûì
ñâîéñòâàì (ðèñ. 3.19, à), à ñïðàâà � ïî òèïàì ýëåìåíòîâ (ðèñ. 3.19, á ).
Êðîìå òîãî íà ðèñ. 3.19, á îòìå÷åíà ãðàíèöà ñ óçëàìè àêóñòè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ FLUID29½0, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåí ôëàã âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
òâåðäîòåëüíîé ñòðóêòóðîé FSI.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âûâîäà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè â èíòåðàêòèâíîì
ðåæèìå ñëåäóåò âûïîëíèòü: Plot → Elements. Ïðè ýòîì ïðåäâàðèòåëüíî
äëÿ ðàñêðàñêè ýëåìåíòîâ ïî íîìåðàì ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ áåç âûâîäà
ñàìèõ íîìåðîâ ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ íóæíî ïðîäåëàòü ñëåäóþùèé ïóòü:
PltCtrls → Numbering → Elem/Attrib numbering → Material numbers →
[NUM] Numbering shown with → Colors only → OK, à äëÿ ðàñêðàñêè
ýëåìåíòîâ ïî íîìåðàì òèïîâ ýëåìåíòîâ áåç âûâîäà ñàìèõ òèïîâ ýëåìåíòîâ:
PltCtrls → Numbering → Elem/Attrib numbering → Element type num →
Material numbers → [NUM] Numbering shown with → Colors only → OK.

à) á)

Ðèñ. 3.19. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñ âûäåëåíèåì MAT (à)
è ñ âûäåëåíèåì TYPE (á)
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à)

á)

Ðèñ. 3.20. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ũy: âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïåðåìåùåíèé Reũy (à);
ìîäóëü ïåðåìåùåíèé |ũy| (á)

Â çàâåðøåíèè ïðîãðàììû â ïîñòïðîöåññîðå /POST26 äàííûå î
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå ïåðåìåùåíèÿ ũy â òî÷êå èçëó÷àòåëÿ (X = 0,
Y = R3) çàïèñûâàþòñÿ â ôàéë âûâîäà FE_Mod_CP_3_ha_4.res,
è Reũy âûâîäèòñÿ íà ýêðàí â âèäå ãðàôèêà (ðèñ. 3.20, à). Âûïîëíåíèå
êîìàíäû PLVAR,3 çàòåì äàåò ãðàôèê çàâèñèìîñòè |ũy| â ýòîé æå òî÷êå îò
÷àñòîòû (ðèñ. 3.20, á ). Êðîìå òîãî, â ïåðåìåííóþ FRES çàíîñèòñÿ çíà÷åíèå
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ òàêæå â ôàéë ðåçóëüòàòîâ. Â
èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ðàâíî fr = 126.5 Ãö.
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Ñëåäóþùèé ôàéë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû FRES
ãðàôèê âåùåñòâåííîé ÷àñòè äàâëåíèÿ âäîëü îñè Y àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè,
ò. å çàâèñèìîñòü Rep̃(0, y), y ∈ [R3, Ra].

Ëèñòèíã âõîäíîãî ôàéëà FE_Mod_CP_3_Post.inp

! Ôàéë FE_Mod_CP_3_Post.inp
! Ïîñòïðîöåññîðíûé âûâîä ãðàôèêà
! àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âäîëü ïóòè ìåæäó óçëàìè N_RES1,
N_RES2
! íà ÷àñòîòå FRES
! Çíà÷åíèÿ N_RES1, N_RES2, FRES äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ðàíåå
/POST1
/COLOR,CURVE,WHIT,1,6 ! Öâåò ãðàôèêîâ - áåëûé (÷åðíûé ïðè
èíâåðòàöèè)
/COLOR,GRID,WHIT, ! Öâåò ñåòêè - áåëûé (÷åðíûé ïðè èíâåðòàöèè)
/PLOPTS,TITLE,OFF ! Çàãîëîâêà ãðàôèêà íåò
/PLOPT,FRAME,OFF ! Ðàìêè íåò
/AXLAB,X,Y ! Ïîäïèñü ê îñè X
/AXLAB,Y,Re PRES ! Ïîäïèñü ê îñè Y
/XRANG /DSCALE,,OFF ! Ìíîæèòåëü ïðè ïîêàçå ñìåùåíèé ãðàíèö ÊÝ ðàâåí 0

! Ñ÷èòûâàåì äàííûå î âåùåñòâåííîé ÷àñòè íà ÷àñòîòå FRES
SET,NEAR,,,0,FRES

! Êîìàíäû îïðåäåëåíèÿ ïóòè ñ îïîðíûìè òî÷êàìè
PATH,YY,2,,120
PPATH,1,N_RES1
PPATH,2,N_RES2
! Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû RePRES äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà âäîëü ïóòè

PDEF,RePRES,PRES

PLPATH,RePRES ! Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà RePRES âäîëü ïóòè

! Âûâîä êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ (ðàñêîììåíòèðîâàòü)
! ESEL,S,TYPE,,2,4
! PLNSOL,PRES
! Ñ÷èòûâàåì äàííûå î ìíèìîé ÷àñòè íà ÷àñòîòå FRES
! SET,NEAR,,,1,FRES
! PLNSOL,PRES

Ðåçóëüòèðóþùèé ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñ. 3.21. Êàê è îæèäàëîñü,
äàâëåíèå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò âäîëü ïóòè.

Âûâåäåì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé äàâ-
ëåíèÿ íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå. Äëÿ ýòîãî ñîãëàñíî ïîñëåäíèì êîìàí-
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Ðèñ. 3.21. Àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå Rep̃ âäîëü îñè Y

Ðèñ. 3.22. Ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîé ÷àñòè äàâëåíèÿ íà ÷àñòîòå fr = 126.5 Ãö

äàì èç âûøåïðèâåäåííîãî ôàéëà ñíà÷àëà âûáåðåì òîëüêî àêóñòè÷åñêèå
ýëåìåíòû (òèïà 2�4) ESEL,S,TYPE½2,4, à çàòåì âûïîëíèì êîìàíäó
PLNSOL,PRES. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòè äàâëåíèÿ íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.22.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîìàíä SET,NEAR½,1,FRES è PLNSOL,PRES,
àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ìíèìîé ÷àñòè äàâëåíèÿ íà
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ áóäóò
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.
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Ðèñ. 3.23. Äåôîðìèðîâàííàÿ ôîðìà êîëüöà
íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå fr = 126.5 Ãö, (âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü)

Íàêîíåö, âûâåäåì êàðòèíó äåôîðìèðîâàííîé ôîðìû íà ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íóæíî âûáðàòü òîëüêî òâåðäîòåëüíûå ýëå-
ìåíòû (òèïà 1) ESEL,S,TYPE½1 è âåðíóòü àâòîìàòè÷åñêîå ìàñøòà-
áèðîâàíèå çíà÷åíèé ñìåùåíèé /DSCALE½AUTO. Çàòåì íóæíî ñ÷è-
òàòü ðåçóëüòàòû íà äàííîé ÷àñòîòå äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ðåøåíèÿ
SET,NEAR½,0,FRES è âûâåñòè êàðòèíó äåôîðìèðîâàííîé ôîðìû âìå-
ñòå ñ ãðàíèöåé èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ èçëó÷àòåëÿ, ïðîéäÿ ïî ìåíþ Plot
Results → Deformed Shape → Def+undef edg → OK èëè âûïîëíèâ êîìàí-
äó PLDISP,2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëüøåãî ñõîäñòâà ñ ïåðâîé ñîáñòâåííîé
ôîðìîé èçëó÷àòåëÿ áåç æèäêîñòè, ïîêàçàííîé â ëåâîé âåðõíåé ÷åòâåðòè
ðèñ. 3.18, ìîæíî ðàñêðàñèòü ýëåìåíòû ïî íîìåðàì ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ
áåç âûâîäà ñàìèõ íîìåðîâ ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ: PltCtrls → Numbering
→ Elem/Attrib numbering → Material numbers → [NUM] Numbering shown
with → Colors only → OK.

Ðåçóëüòàò âñåõ ýòèõ äåéñòâèé ïîêàçàí íà ðèñ. 3.23. Èç ýòîãî ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî äåôîðìèðîâàííàÿ ôîðìà ïî îáùåé ñòðóêòóðå ïîâòîðÿåò
ïåðâóþ ñîáñòâåííóþ ôîðìó èçëó÷àòåëÿ áåç æèäêîñòè, ïðèâåäåííóþ íà
ðèñ. 3.18. Ñîáñòâåííàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæèòåëÿ, ïîýòîìó çíàê åå ñìåùåíèé íå ñóùåñòâåíåí.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ âàðüèðîâàíèåì ïàðàìåòðà ãóñòîòû êî-
íå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè SM ïîêàçûâàþò, ÷òî fr = 127 Ãö ïðè SM = 0.5,
fr = 126.5 Ãö ïðè SM = 1, fr = 126 Ãö ïðè SM = 2. Êàê âèäíî,
ñ óìåíüøåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòîòà
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óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñëåäóåò è èç îáùèõ òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ î õàðàêòåðå
ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Îäíàêî ýòî èçìåíåíèå â çíà÷åíèè ïåðâîé
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû îêàçûâàåòñÿ ìåíåå 1 %, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá
óäîâëåòâîðèòåëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè (ò. å.
äîïóñòèìà äàæå áîëåå ãðóáàÿ ñåòêà).

Åñëè æå ïðè SM = 1 âàðüèðîâàòü ðàçìåðû àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè,
èçìåíÿÿ ïàðàìåòð KRA = Ra/R3 îò 2 äî 8, òî ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî çíà÷åíèå fr = 126.5 Ãö íå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
âûáðàííûå ðàçìåðû àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå
óäîâëåòâîðèòåëüíûìè è äîïóñòèìû äàæå ìåíüøèå ðàçìåðû. Îòìåòèì,
÷òî çäåñü íå àíàëèçèðóþòñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è
àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ñ áîëüøåé ïîãðåøíîñòüþ.

Íàêîíåö, âìåñòî ðàçìåùåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ FLUID129 íà
óäàëåííîé ãðàíèöå àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè r = Ra ìîæíî çàäàòü èìïåäàíñ-
íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàìåíèâ â ôàéëå FE_Mod_CP_3_ha.inp áëîê
êîìàíä

! Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ FLUID129
CSYS,1
NSEL,S,LOC,X,RA ! Âûáîð óçëîâ íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå
TYPE,4 $ REAL,4 $ MAT,3
ESURF
ESEL,ALL
NSEL,ALL
CSYS,0

íà ñëåäóþùèé:

! èìïåäàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
CSYS,1
NSEL,S,LOC,X,RA ! Âûáîð óçëîâ íà èìïåäàíñíîé ãðàíèöå

SF,ALL,IMPD,1 ! Óñòàíîâêà èìïåäàíñíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
NSEL,ALL
CSYS,0

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âïîëíå äîïóñòè-
ìû îáà âàðèàíòà ìîäåëèðîâàíèÿ íåîòðàæàþùåé àêóñòè÷åñêîé ãðàíèöû, íî
ïåðâûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî òî÷íåå.

3.3.3. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Íàïèñàòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå APDL ANSYS äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷è
î âçàèìîäåéñòâèè òâåðäîãî òåëà ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé â ðåæèìå
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óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå (îñåñèììåòðè÷íàÿ
çàäà÷à èëè çàäà÷à î ïëîñêîé äåôîðìàöèè).

Ïðåäâàðèòåëüíî ðåøèòü çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî
òåëà. Íàéòè ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è îöåíèòü âîçìîæíîñòü èõ
âîçáóæäåíèÿ çàäàííûìè âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè F = F̃ exp[i2πft] èëè
pΓ = p̃Γ exp[i2πft]. Â èòîãå âûáðàòü ÷àñòîòíûé èíòåðâàë â îêðåñòíîñòè
ïåðâîé (èç âîçáóæäàåìûõ) ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû.

Îöåíèòü çíà÷åíèå ðàäèóñà ðàñïîëîæåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ FLUID129 èëè èìïåäàíñíûõ àêóñòè÷åñêèõ ãðàíèö è ðàçìåðû
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîñòðîèòü àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñìåùåíèé â õàðàê-
òåðíîé òî÷êå. Äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïîëó÷èòü äåôîðìèðîâàííóþ ôîð-
ìó óïðóãîãî òåëà, ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå è ãðàôèê
èçìåíåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âäîëü õàðàêòåðíîãî ïóòè.

Ïðîâåñòè ðàñ÷åòû ïðè ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
è äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ðàäèóñà àêóñòè÷åñêîé ñðåäû è íàéòè åãî
ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå.

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû è îôîðìèòü îò÷åò. Îò÷åò äîëæåí
ñîäåðæàòü äàííûå îá èñïîëíèòåëå, îïèñàíèå çàäà÷è, à òàêæå óêàçàííûå
âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà
ANSYS.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ
êîíñòàíò èçîòðîïíûõ ñðåä, çàäàííûõ â ñèñòåìå ÑÈ:

� ñòàëü ñ ìîäóëåì Þíãà E = 2 · 1011 (Í/ì2), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
ν = 0.29 è ïëîòíîñòüþ ρ = 7860 (êã/ì3);

� ìåäü ñ ìîäóëåì Þíãà E = 1.2 · 1011 (Í/ì2), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
ν = 0.33 è ïëîòíîñòüþ ρ = 8900 (êã/ì3);

� òèòàí ñ ìîäóëåì Þíãà E = 1.12 ·1011 (Í/ì2), êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
ν = 0.32 è ïëîòíîñòüþ ρ = 4500 (êã/ì3);

� ìîðñêàÿ âîäà ñî ñêîðîñòüþ çâóêà ca = 1560 (ì/ñ) è ïëîòíîñòüþ
ρa = 1030 (êã/ì3);

� ïðåñíàÿ âîäà ñî ñêîðîñòüþ çâóêà ca = 1500 (ì/ñ) è ïëîòíîñòüþ
ρa = 1000 (êã/ì3);

� âîçäóõ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà ca = 340 (ì/ñ) è ïëîòíîñòüþ ρa = 1.2 (êã/ì3).

Âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ñîáðàíû â òàáëèöå 3.10. Ïðè
ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñëåäóåò ïî âîçìîæíîñòè ó÷èòûâàòü
ñèììåòðèþ çàäà÷è.

Ñîñðåäîòî÷åííûå âîçäåéñòâèÿ F̃ èìåþò çäåñü ðàçìåðíîñòü Í/ì, òàê
êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè îíè ðàñïðåäåëåíû âäîëü
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ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñè z, à äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è � âäîëü
îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì Rf , ðàâíûì êîîðäèíàòå X òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
ñèëû íà ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè. Â ANSYS äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è
çíà÷åíèå ñèëû íàäî óìíîæàòü íà äëèíó îêðóæíîñòè 2πRf . Òàêèì îáðàçîì,
â ñëó÷àå çàäàíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû F̃ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è
íàäî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå 2πRf F̃ , à äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè � çíà÷åíèå
F̃ . Èñêëþ÷åíèå äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé çàäàíèÿ
ñèëû F̃ íà îñè âðàùåíèÿ, ò. å. ïðè Rf = 0. Çäåñü F̃ èìååò ðàçìåðíîñòü Í,
è èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ýòî çíà÷åíèå F̃ .

Âñþäó â òàáëèöå 3.10 Ωa � àêóñòè÷åñêàÿ îáëàñòü, Γar � ïîâåðõíîñòü
àêóñòè÷åñêîé îáëàñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.204) æåñòêîé ñòåíêè.

Òàáëèöà 3.10. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 3
� Ðèñóíîê çàäà÷è Äàííûå
1 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � òèòàí,
âíåøíèé ðàäèóñ êóïîëà R1 = 0.2 ì,
òîëùèíà h = 0.01 ì, a = 0.3 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ìîðñêàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ
ðàäèóñà R1, p̃Γ = 50 Í/ì2.

2 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � ñòàëü,
âíåøíèé ðàäèóñ êóïîëà R1 = 0.2 ì,
òîëùèíà h = 0.01 ì, a = 0.3 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ
ðàäèóñà R1 − h, p̃Γ = 50 Í/ì2.

3 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � òèòàí,
òîëùèíà h = 0.02 ì, a = 0.4 ì, b = c = 0.3 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (âîçäóõ)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
íîðìàëè ê âåðõíåé ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ,
F̃ = 100 Í/ì.



170 Ãëàâà 3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ANSYS

Òàáëèöà 3.10. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 3 (ïðîäîëæåíèå)
4 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíûé ïîëûé ýëëèïñ.
Ãðàíèöà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷àòåëÿ
ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé:
(x/a)2 + (y/b)2 = 1, ãäå a = 0.4 ì, b = 0.2 ì.
Âíåøíèé ñëîé 2 � ñòàëü, òîëùèíà h2 = 0.02 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ìåäü, òîëùèíà h1 = h2.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü (x/a)2 + (y/b)2 ≥ 1,
F̃ = 100 Í/ì.

5 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíûé ïîëûé ýëëèïñ.
Ãðàíèöà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷àòåëÿ
ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé:
(x/a)2 + (y/b)2 = 1, ãäå a = 0.5 ì, b = 0.25 ì.
Âíåøíèé ñëîé 2 � òèòàí, òîëùèíà h2 = 0.02 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ìåäü, òîëùèíà h1 = h2.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ìîðñêàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü (x/a)2 + (y/b)2 ≥ 1,
F̃ = 80 Í/ì.

6 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � ñòàëü,
òîëùèíà h = 0.02 ì, a = 0.4 ì, b = 0.2 ì,
c = 0.5 ì, d = 0.2 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, p̃Γ = 60 Í/ì2.

7 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíîå òåëî.
Âíåøíèé ñëîé 2 � ñòàëü, òîëùèíà h2 = 0.02 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ìåäü, òîëùèíà h1 = h2.
a = 0.6 ì, b = 0.5 ì, c = 0.3 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ìîðñêàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, p̃Γ = 50 Í/ì2.
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Òàáëèöà 3.10. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 3 (ïðîäîëæåíèå)
8 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
òðåõñëîéíîå òåëî.
Íîæêà 1 � ñòàëü, ðàäèóñ r1 = 0.02 ì,
b = 0.5 ì,
Íèæíÿÿ øëÿïêà 2 � ìåäü,
òîëùèíà h2 = 0.01 ì, a = 0.4 ì.
Âåðõíÿÿ øëÿïêà 3 � òèòàí, òîëùèíà h3 = h2,
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, p̃Γ = 70 Í/ì2.

9 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíîå òåëî.
Âíåøíèé ñëîé 2 � òèòàí, òîëùèíà h2 = 0.05 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ñòàëü, òîëùèíà
h1 = 0.04 ì, a = 0.3 ì, b = 0.5 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ìîðñêàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, p̃Γ = 120 Í/ì2.

10 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
òðåõñëîéíîå òåëî.
Íîæêà 1 � ñòàëü, òîëùèíà h1 = 0.04 ì,
b = 0.2 ì,
Íèæíÿÿ øëÿïêà 2 � ìåäü,
òîëùèíà h2 = 0.02 ì, a = 0.3 ì.
Âåðõíÿÿ øëÿïêà 3 � òèòàí, òîëùèíà h3 = h1,
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, F̃ = 150 Í/ì.

11 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � òèòàí,
a = 0.3 ì, b = 0.1 ì, R1 = 0.5 ì, R1 = 0.6 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (âîçäóõ)
îêðóæàåò ïîâåðõíîñòü èçëó÷àòåëÿ,
F̃ = 100 Í/ì.
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Òàáëèöà 3.10. Âàðèàíòû çàäàíèé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû � 3 (ïðîäîëæåíèå)
12 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.

Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � ñòàëü,
a = 0.3 ì, b = 0.05 ì, c = 0.2 ì,
d = 0.05 ì, s = 0.35 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ìîðñêàÿ âîäà)
îêðóæàåò ïîâåðõíîñòü èçëó÷àòåëÿ,
p̃Γ = 100 Í/ì2.

13 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíîå òåëî.
Âíåøíèé ñëîé 2 � òèòàí, òîëùèíà h2 = 0.05 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ñòàëü, òîëùèíà
h1 = 0.05 ì, a = 0.5 ì, α = 45◦ ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, F̃ = 100 Í/ì.

14 Ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.
Ìàòåðèàë èçëó÷àòåëÿ � ìåäü,
òîëùèíà h = 0.01 ì, a = 0.2 ì, b = c = 0.15 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (âîçäóõ)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
íîðìàëè ê âåðõíåé ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ,
F̃ = 150 Í/ì.

15 Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èçëó÷àòåëÿ �
äâóõñëîéíîå òåëî.
Âíåøíèé ñëîé 2 � òèòàí, òîëùèíà h2 = 0.02 ì.
Âíóòðåííèé ñëîé 1 � ìåäü, òîëùèíà h1 = h2.
a = 0.3 ì, b = 0.2 ì, c = 0.5 ì.
Àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà (ïðåñíàÿ âîäà)
çàïîëíÿåò îáëàñòü ñî ñòîðîíû âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè èçëó÷àòåëÿ, p̃Γ = 75 Í/ì2.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áàòå Ê., Âèëüñîí Å. ×èñëåííûå ìåòîäû àíàëèçà è ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Ì.: Ñòðîéèçäàò, 1982. 446 ñ.

2. Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò ýëåêòðîóïðóãèõ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ // ÏÌÌ. 1996. Ò. 60.
No. 1. C. 151-158.

3. Áåðëèíêóð Ä., Êåððàí Ä., Æàôôå Ã. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è ïüåçîìàã-
íèòíûå ìàòåðèàëû è èõ ïðèìåíåíèå â ïðåîáðàçîâàòåëÿõ // Ôèçè÷åñêàÿ
àêóñòèêà / Ïîä ðåä. Ìýçîíà Ó. Ì.: Ìèð, 1966. Ò. 1. ×. À. Ñ. 204-326.

4. Áû÷åíêîâ Þ.Â., ×èæîíêîâ Å.Â. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ñåäëîâûõ çàäà÷. Ì.: ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2014. 349 ñ.

5. Äüåëåñàí Ý., Ðóàéå Ä. Óïðóãèå âîëíû â òâåðäûõ òåëàõ. Ïðèìåíåíèå
äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ì.: Íàóêà, 1982. 424 ñ.

6. Çåíêåâè÷ Î.Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåõíèêå. Ì.: Ìèð, 1975. 541 ñ.
7. Çåíêåâè÷ Î., Ìîðãàí Ê. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû è àïïðîêñèìàöèÿ. Ì.:
Ìèð, 1986. 318 ñ.

8. Çóáîâ Ë.Ì., Êàðÿêèí Ì.È. Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå. Ì.: Âóçîâñêàÿ
êíèãà, 2006. 120 ñ.

9. Èëüãàìîâ Ì.À., Ãèëüìàíîâ À.Í. Íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. 240 c.

10. Êåëëåð È.Ý. Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå. ÑÏá.: Ëàíü, 2012. 175 ñ.
11. Êýäè Ó. Ïüçîýëåêòðè÷åñòâî è åãî ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ. Ì.: Èçä-

âî èíîñòð. ëèò., 1949. 718 ñ.
12. Ìåõàíèêà ñâÿçàííûõ ïîëåé â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé. Ò.5. Ýëåêòðî-

óïðóãîñòü / Ãðèí÷åíêî Â.Ò., Óëèòêî À.Ô., Øóëüãà Í.À. Ê.: Íàóê.
äóìêà, 1989. 279 ñ.

13. Íàñåäêèí À.Â. Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé
â ANSYS: ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÞÔÓ, 2015. 176 ñ.

14. Íîâàöêèé Â. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1970.
256 c.

15. Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 c.
16. Íîâàöêèé Â. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ýôôåêòû â òâåðäûõ òåëàõ. Ì.: Ìèð,

1986. 160 c.
17. Íîððè Ä., äå Ôðèç Æ. Ââåäåíèå â ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð,

1981. 304 ñ.
18. Îáýí Æ.-Ï.Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Ì.:

Ìèð, 1977. 383 ñ.



174 Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

19. Îäåí Äæ. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.
Ì.: Ìèð, 1976. 464 ñ.

20. Ïàðòîí Â.Ç., Êóäðÿâöåâ Á.À. Ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòü ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ è ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë. Ì.: Íàóêà, 1988. 472 c.

21. Ïèññàíåöêè Ñ. Òåõíîëîãèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö. Ì.: Ìèð, 1988. 410 ñ.
22. Ñòðåíã Ê., Ôèêñ Äæ. Òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð,

1977. 349 c.
23. Ñüÿðëå Ô. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷. Ì.:

Ìèð, 1980. 512 c.
24. Ôèêåðà Ã. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1974.

159 c.
25. ANSYS Rel. 11.0. Theory Reference for ANSYS and ANSYS Workbench.

SAS IP Inc. Canonsburg, 2007. 1110 ñ.
26. Benzi M., Golub G.H., Liesen J. Numerical solution of saddle point

problems // Acta Numerica. 2005. V. 14. P. 1�137.
27. Coussy O. Poromechanics. J.Wiley and Sons, 2004.
28. De Gennes P.G. Pierre Curie and the role of symmetry in physical laws //

Ferroelectrics. 1982. V. 40, N 3/4. P. 125�129.
29. Encyclopedia of Acoustics. Ed. M.J. Crocker. John Wiley & Sons, New

York, 1997. 2096 p.
30. Howard C.Q., Cazzolato B.S. Acoustic analyses using Matlabr and

Ansysr. CRC Press, Taylor & Francis Group., 2015.
31. Kallivokas L.F., Bielak J., MacCamy R.C. Symmetric local absorbing

boundaries in time and space // Journal of Engineering Mechanics. 1991.
V. 117(9). P. 2027�2048.

32. Kaltenbacher M. Numerical simulation of mechatronic sensors and
actuators. Springer, Berlin - Heidelberg - New York, 2004.

33. Lebedev L.P., Cloud M. J., Eremeyev V.A. Tensor analysis with
applications in mechanics. New Jersey: World Scienti�c, 2010, 381 p.

34. Madenci E., Guven I. The �nite element method and applications in
engineering using ANSYS. Springer, 2006.

35. Nasedkin A.V. Some �nite element methods and algorithms for solving
acousto-piezoelectric problems. Piezoceramic Materials and Devices, Ed.
I. A. Parinov. Nova Science Publ., NY, 2010, P. 177�218.

36. Nasedkin A.V., Nasedkina A.A. Finite element modeling of coupled
problems: textbook / Rostov-on-Don: publishing house of Southern Federal
University, 2015. 174 p.

37. Srinivas P., Sambana K.Ch., Datti R.K. Finite element analysis using
ANSYSr 11.0. PHI Learning Pvt. Ltd., 2010.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 175

38. Stolarski T.A., Nakasone Y., Yoshimoto S. Engineering analysis with
ANSYS software. Elsevier, 2006.

39. Zienkiewicz O.C., Taylor R.L. The �nite element method. V. 1. The Basic.
2000.

40. Zienkiewicz O.C., Taylor R.L. The �nite element method. V. 2. Solid
Mechanics. 2000.

41. Zienkiewicz O.C., Taylor R.L. The �nite element method. V. 3. Fluid
Dynamics. 2000.



 
 

Учебное	издание	
 
 
 
 
	

НАСЕДКИН		Андрей	Викторович		
НАСЕДКИНА	Анна	Андреевна	

 
Моделирование	связанных	задач:	
математические	постановки			

и	конечно‐элементные	технологии	
 

Учебное пособие 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Подписано в печать 09.07.2019 г. 
Бумага офсетная.  Формат 60×84 1/16. Усл. печ. лист. 10,23. 

Уч. изд. л. 9,0. Заказ № 7118. Тираж 30 экз. 
 

Издательство Южного федерального университета. 
 

Отпечатано в отделе полиграфической, корпоративной и сувенирной продукции 
Издательско-полиграфического комплекса КИБИ МЕДИА ЦЕНТРА ЮФУ. 

344090, г. Ростов-на-Дону, пр. Стачки, 200/1, тел (863) 243-41-66. 




	нас 1
	нас 2


 
 
    
   HistoryItem_V1
   StepAndRepeat
        
     Create a new document
     Trim unused space from sheets: no
     Allow pages to be scaled: yes
     Margins and crop marks: none
     Sheet size: 5.827 x 8.268 inches / 148.0 x 210.0 mm
     Sheet orientation: tall
     Scale by 98.00 %
     Align: centre
      

        
     0.0000
     10.0001
     20.0001
     0
     Corners
     0.2999
     ToFit
     0
     0
     1
     1
     0.9800
     0
     0 
     1
     0.0000
     1
            
       D:20190711122305
       595.2756
       a5
       Blank
       419.5276
          

     Tall
     998
     228
    
    
     0.0000
     C
     0
            
       CurrentAVDoc
          

     0.0000
     0
     2
     0
     1
     0 
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0c
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base




 
 
    
   HistoryItem_V1
   StepAndRepeat
        
     Create a new document
     Trim unused space from sheets: no
     Allow pages to be scaled: yes
     Margins and crop marks: none
     Sheet size: 5.827 x 8.268 inches / 148.0 x 210.0 mm
     Sheet orientation: tall
     Scale by 98.00 %
     Align: centre
      

        
     0.0000
     10.0001
     20.0001
     0
     Corners
     0.2999
     ToFit
     0
     0
     1
     1
     0.9800
     0
     0 
     1
     0.0000
     1
            
       D:20190711122250
       595.2756
       a5
       Blank
       419.5276
          

     Tall
     998
     228
    
    
     0.0000
     C
     0
            
       CurrentAVDoc
          

     0.0000
     0
     2
     0
     1
     0 
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0c
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





