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Корреляционная функция устанавливает степень зависимости между
двумя сечениями случайной функции (например, между сечениями при
t = t1 и t = t2). Рассмотрим случайную функцию X(t), которая при
вещественном аргументе t имеет комплексное значение, тогда отделяя
мнимую от вещественной части имеем

X(t) = U(t) + i · V (t) и X∗(t) = U(t)− i · V (t) (1)

Математическое ожидание случайной функции (1)

M [X(t)] =
x̃(t) = M [U(t)] + i ·M [V (t)]
x̃∗(t) = M [U(t)]− i ·M [V (t)]

(2)

Найдем корреляционную функцию, которая определяется как
K(t1, t2) = M{[X∗(t1)− x̃∗(t1)][X(t2)− x̃(t2)]} =
= M{[U(t1)− i · V (t1)−M [U(t1)] + i ·M [V (t1)]]·
·[U(t2) + i · V (t2)−M [U(t2)]− i ·M [V (t2)]]} =
= M [(Ut1−M [Ut1 ]−i·(Vt1−M [Vt1 ]))(Ut2−M [Ut2 ]+i·(Vt2−M [Vt2 ]))] =
= M [(Ut1 − ut1)(Ut2 − ut2) + (Vt1 − vt1)(Vt2 − vt2)+
+i · ((Vt2 − vt2)(Ut1 − ut1)− (Vt1 − vt1)(Ut2 − ut2))]
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Пример. Балка находится под действием случайной распределенной на-
грузки q[z]. Известны вероятностные характеристики нагрузки, т.е. mq(z)
и Kq(z, z

′) (мат. ожидание и корреляционная функция). Найти вероят-
ностные характеристики реакций R1 и R2.
Рассмотрим равновесие балки.∑

z = 0 : R1 +R2 −
l1∫
0

q(z)dz = 0

∑
MA = 0 :


R1 +R2 =

l1∫
0

q(z)dz

R2l =
l1∫
0

q(z) · zdz
(1)

Из системы (1) находим R2 =

l1∫
0

z·q(z)dz

l , R1 =
l1∫
0

q(z)(1− z
l )dz.

Моменты (мат. ожидания mR1 и mR2):

mR1 =
l1∫
0

mq(z)(1− z
l )dz, mR2 =

l1∫
0

z·mq(z)dz

l
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Дисперсия реакций

DR1 = M [(R1 −mR1)
2] = M [

(
l1∫
0

q(z)(1− z
l )dz −

l1∫
0

mq(z)(1− z
l )dz

)2

] =

= M [

(
l1∫
0

(q(z)−mq(z))(1− z
l )dz

)2

] =

= M [
l1∫
0

(q(z)−mq(z))(1− z
l )dz ·

l1∫
0

(q(z1)−mq(z1))(1− z1
l )dz1] =

= M [
l1∫
0

l1∫
0

(q(z)−mq(z)) · (q(z1)−mq(z1))︸ ︷︷ ︸
Kq(z,z1)−дано

·(1− z
l ) · (1−

z1
l )dzdz1] =

=
l1∫
0

l1∫
0

Kq(z, z1) · (1− z
l ) · (1−

z1
l )dzdz1

Аналогично DR2 =
l1∫
0

l1∫
0

Kq(z, z1) · z
l ·

z1
l dzdz1
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Пример. Определить является ли случайная функция

X(t) =
n∑

j=1
(Aj cosωjt+Bj sinωjt)

стационарной случайной функцией, если Aj и Bj — случайные, взаимно
независимые величины с нулевыми мат. ожиданиями и дисперсиями:
DAj = DBj = 0, MAj = MBj = 0.

M [X(t)] =
n∑

j=1
(MAj cosωjt+MBj sinωjt) = 0

KX(t, t′) = M [(
n∑

j=1
(Aj cosωjt+Bj sinωjt)−M [X(t)]︸ ︷︷ ︸

=0

)·

·(
n∑

j=1
(Aj cosωjt

′ +Bj sinωjt
′)−M [X(t′)]︸ ︷︷ ︸

=0

)] =

= M [
n∑

j=1
(Aj cosωjt+Bj sinωjt)

n∑
j=1

(Aj cosωjt
′ +Bj sinωjt

′)] =

после преобразования =
n∑

j=1
Dj cosωj(t− t′)

Т.к. D[X(t)] = KX(t, t′ = t) =
n∑

j=1
Dj cos(ωj · 0) =

n∑
j=1

Dj
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Отсюда получаем: cвойства корреляционной функции
1. А) Если процесс вещественный (V (t) = 0, v(t) = 0), то следовательно
корреляционная функция совпадает с той, которую мы давали раньше

K(t1, t2) = M [(U(t1)−M [U(t1)])(U(t2)−M [U(t2)])

1. Б) Если поменяем t1и t2, то получим сопряжение, т.е.

K(t1, t2) = K∗(t2, t1)

1. В) Если процесс стационарный (K(t1, t2) зависит от «t2 − t1»)
K(t1, t2) = K(t2 − t1) = K(τ), τ = t2 − t1, то в этом случае

K(τ) = K(−τ),

т.е. она четная.
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Пример. Пусть X(t) = Aeiλt, где λ — не случайный вещественный пара-
метр, а A — комплексная случайная величина, мат. ожидание которой
равно 0 (mA = 0). Показать, что в этом случае корреляционная функ-
ция K(t1, t2) будет комплексной.
x̄(t) = M [X(t)] = M [Aeiλt] = 0; x̄∗(t) = M [X∗(t)] = M [A∗e−iλt] = 0;
K(t1, t2) = M [(A∗e−iλt2 − 0)(Aeiλt1 − 0)] = 0;
M [A∗Ae−iλt2eiλt1 ] = (cosλt1 − i sinλt1)(cosλt2 + i sinλt2) ·M [A∗A] =

=

∣∣∣∣∣∣(a+ ib)︸ ︷︷ ︸
z

(a− ib)︸ ︷︷ ︸
z∗

= a2 + b2 = |z|2
∣∣∣∣∣∣ =

(cosλt1 cosλt2+i sinλt2 cosλt1−i sinλt1 cosλt2+sinλt1 cosλt2)M [A∗A] =
= (cosλ(t2 − t1) + i sinλ(t2 − t1))M [|A|2]
Итак, имеем

K(t1, t2) = (cosλ(t2 − t1) + i sinλ(t2 − t1))M [|A|2]

(ИММКН) Введение 2025-02-25 7 / 7


