
Пример. Рассмотрим колебание массы m под действием случайной си-
лы, например вызванной случайным ветром. V0.
Уравнение движения:

ÿ + 2nẏ + p20y =
1

m
f(t), n > 0

где f(t) — случайная сила, вызванная ветром. Сила f(t) является слу-
чайной функцией, поведение которой в каждом опыте (в каждой реали-
зации процессе) предсказать нельзя. Движение, соответствующее слу-
чайной силе, не может быть описано точными математическими соот-
ношениями, поэтому для исследования данной системы полезно полу-
чить вероятностные характеристики my, Ky(t2, t1), которые определя-
ются через вероятностные характеристики силы f(t) (ветра) mf (t) и
Kf (t2, t1). Стоит отметить, что вероятностные характеристики некото-
рых случайных процессов; неровности дороги, неровности аэродинами-
ческого покрытия, скорости ветра возле различных районов, в резуль-
тате обработки большого числа экспериментальных данных получены.
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Для решения нам необходимо иметь mf , Kf , my0 , mẏ0 , Dy0 , Dẏ0 , Kfẏ0 ,
Kfÿ0 , Ky0ẏ0 . Ограничимся случаем когда начальные данные и случайная
сила являются независимыми, т.е. Kfẏ0 = Kfÿ0 = Ky0ẏ0 = 0.
Из уравнения движения и общей формулы имеем представление опера-
тора

L(
d

dt
) =

d2

dt2
+

2nd

dt
+ p20

L(iω) = −ω2 + 2niω + p20;Sy(ω) =
Sf (ω)

[(ω2−p20)
2
+4n2ω2]

|L(iω)| 2 = (ω2 − p20)
2
+ 4n2ω2 = (−ω2 + p20 + 2niω)(−ω2 + p20 − 2niω)

Kz(τ) =
∞∫

−∞

Sf (ω)

|L(iω)|2dω =
∞∫

−∞
eiωτ

Sf (ω)

[(ω2−p20)
2
+4n2ω2]

dω

Dy = Kz(0) =
∞∫

−∞

Sf (ω)

[(ω2−p20)
2
+4n2ω2]

dω
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Например, пусть Sf (ω) = const = S0 ⇒ интеграл в полученном выраже-
нии можно вычислить теорией вычетов L(iω) = 0 ⇒ ω2−2niω−p20 = 0
ω1,2 = ni+

√
p20 − n2

Dy = 2πiS0
∑
ω1,2

Re s =2πiS0

[
1

4ω(ω2−p20)+8n2ω

]∣∣∣
ω1,ω2

=

= 2πiS0

[
1

4ω(ω2
1−p20)+8n2ω1

+ 1
4ω(ω2

2−p20)+8n2ω21

]∣∣∣ = πS
2np20

Dy = πS
2np20
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Условие эргодичности

Определение
Говорят, что стационарный случайный процесс условию эргодичности
по математическому ожиданию, если

M [X(t)] =
1

T

T∫
0

X(t)dt
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Введем новую функцию JT = 1
T

T∫
0

X(t)dt;

M [JT ] =
1
T

T∫
0

M [X(t)] dt = M [X(t)]

D [JT ] = Ky(0)t1=t2=T = M [(JT (t1)−M [X(t1)]) (JT (t2)−M [X(t2)])] =

= 1
T 2

T∫
0

T∫
0

Kx(τ1 − τ2)dτ1dτ2
τ→∞→ 0

Условие помогает получить определенные ограничения не корреляци-
онной функции Kx(τ).
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Канонические разложения случайных функций

Theorem
Для любой случайной функции X(t) непрерывной в интервале (a, b),
справедливо разложение

X(t) = x(t) +

∞∑
j=1

Vj
ϕj(t)√

λj

(1)

где Vj : M(Vj) = 0, M(V ∗
j Vl) = δjl, D[Vj ] = 1, λj — собственные числа,

ϕj — собственные функции интегрального уравнения

ϕ(t) = λ
b∫
a
Kx(t, τ)ϕ(τ)dτ .
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т.е. это такие числа λj , при которых могут быть найдены функции ϕ(t),
удовлетворяющие интегральному уравнению

ϕ(t) = λ

b∫
a

Kx(t, τ)ϕ(τ)dτ

Преимущество канонического разложения в том, что вероятностные ха-
рактеристики заданной случайной функции вычисляются сравнительно
просто. Определим корреляционную функцию Kx, учитывая M [ϕjϕl] =
δjl
Kx(t1, t2) = M [(X∗(t1)− x̄∗(t1)) (X(t2)− x̄(t2))] =

= M

[
∞∑
j=1

∞∑
l=1

V ∗
j ϕ

∗
j (t1)Vlϕl(t2)

1√
λjλl

]
=

∞∑
j=1

1
λj
ϕ∗
j (t1)ϕj(t2)
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Обобщением канонического разложения (1) является представление слу-
чайной функции в виде интеграла

X(t) = x(t) +

∞∫
−∞

x(t, ω)d(ω) (2)

где x(t, ω) — неслучайная функция; d(ω) удовлетворяет тем же услови-
ям, что и соответствующее приращение в теории стационарных случай-
ных процессов:
M [d(ω)] = 0
M [d∗(ω)d(ω1)] = Sx(ω)δ(ω − ω1)dωdω1

(Для стационарных случайных процессов X(t, ω) = eitω.)
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Однако, такое разложение (2) применимо не для любых случайных про-
цессов.
Покажем, что разложение типа (1) может быть получено сравнительно
просто (причем не единственным способом):
- Выберем систему неслучайных функций ϕj(t) (произвольную систе-
му);
- Заменим случайную функцию X(t) линейной комбинацией вида

X(t) ≈
n∑

j=1

Ajϕj(t) + x̄(t),

где коэффициенты Aj такие, что наилучшим образом приближают (ап-
проксимируют) X(t). Например,

M

X(t)−

 n∑
j=1

Ajϕj(t) + x̄(t)

2 → min
Aj
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- Такое разложение еще не является каноническим, так как Aj не яв-
ляются некоррелированными случайными величинами (Aj определяет
Kx(t1, t2)), для этого найдем

Aj =

n∑
l=1

αjlVl,

где Vj — случайная величина, αjl — коэффициенты.
И можно распорядиться коэффициентами αjl так, чтобы Vl были вза-
имно некоррелированными.
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