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Рассмотрим систему двух случайных функций X (t) и Y (t).

Определение
Rxy (t1, t2) = M [(X∗ (t1)− x∗ (t1)) (Y (t2)− y (t2))] — взаимная корре-
ляционная функция.

Характеризует степень корреляции (связи, зависимости) ординаты функ-
ции X (t), взятой в момент времени t1 и ординаты функции Y (t), взя-
той в момент времени t2.
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Свойства взаимной корреляции

1. Взаимная корреляция функций X (t) и Y (t) не равна взаимной кор-
реляции функций Y (t) и X (t):

Rxy (t1, t2) ̸= Ryx (t1, t2)

Действительно, Ryx (t1, t2) = M [(X (t2)− x (t2)) (Y
∗ (t1)− y∗ (t1))]. Од-

нако, после перестановки аргументов t1 и t2, получим: Ryx (t1, t2) =
R∗

xy (t2, t1) = R∗, т.е. перестановка индексов с одновременной переста-
новкой аргументов ведёт к комплексно–сопряжённому исходному выра-
жению.
2. Установим связь между Rxy(t1, t2)

∗ и дисперсиями Kx (t1, t1), Ky (t2, t2).
Для этого, аналогично предыдущим выкладкам рассмотрим выражение

A =

∣∣∣∣√Ky (t2, t2) (X (t1)− x (t1))±
√

Kx (t1, t1) (Y (t2)− y (t2))

∣∣∣∣2
M [A] ≥ 0 ⇒ (раскрывая скобки под знаком математического ожида-
ния)

Kx (t1, t1) +Ky (t2, t2) ≥ 2 |Re Rxy (t1, t2)|
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3. Для стационарной системы функций X (t) и Y (t)

Rxy (t1, t2) = Rxy (t2 − t1) = Rxy (τ) ,

тогда
Rxy (τ) = R∗

yx (−τ)

Определение
Говорят, что система случайных функций стационарна в широком смыс-
ле, если x = const, y = const, Kx (t1, t2) = Kx (t2 − t1), Ky (t1, t2) =
Ky (t2 − t1), Rxy (t1, t2) = Rxy (t2 − t1).
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Рассмотрим систему
{
X (t) , d

dtX (t)
}
, обозначим d

dtX (t) = V (t). Опре-
делим корреляционную функцию для неё:
Rxv (t1, t2) = M [(X∗ (t1)− x∗ (t1)) (V (t2)− v (t2))] =

= M
[
(X∗ (t1)− x∗ (t1))

d
dt2

[X (t2)− x (t2)]
]
=

поменяем местами операции d
dt и M , и учтём, что[

(X∗ (t1)− x∗ (t1))
d
dt2

[X∗ (t2)− x∗ (t2)]
]

– функция двух переменных и
d
dt2

→ ∂
∂t2

, тогда
= ∂

∂t2
M [(X∗ (t1)− x∗ (t1)) (X (t2)− x (t2))] =

∂
∂t2

Kx (t1, t2)
Таким образом,

Rxv (t1, t2) =
∂

∂t2
Kx (t1, t2)

Если процесс стационарный:

∂

∂t2
Kx (t1, t2) =

∂

∂t2
Kx (t2 − t1) =

d

dτ
Kx (τ) ,

то
Rxv (τ) =

d

dτ
Kx (τ)

.
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Т.к. для вещественного стационарного процесса Kx (τ) = Kx (−τ) –
чётна, тогда d

dτKx (τ)
∣∣
τ=0

= 0 (или же: т.к. Kx (τ) имеет максимум при
τ = 0, то K ′

x = 0 при τ = 0), то

Rxv (0) = 0

Таким образом, для вещественного стационарного процесса ордината
случайной функции и её производная, взятая в тот же момент времени,
являются некоррелированными, т.е. независимыми случайными вели-
чинами.
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Пример. Интеграл от случайного процесса Y (t) =
t∫
0

X (s) ds.

my (t) = M
t∫
0

X (s) ds =
t∫
0

mx (s) ds

Ky (t1, t2) = M

 t1∫
0

(X −mx) ds

t2∫
0

(X −mx) dτ

 =

=

t1∫
0

t2∫
0

M ((X (s)−mx (s)) (X (τ)−mx (τ))) dsdτ =

t1∫
0

t2∫
0

Kx (s, τ) dsdτ

Rxy = M

(X∗ (t1)− x∗ (t1))

t2∫
0

(X (s)−mx (s)) ds

 =

t2∫
0

Kx (t1, s) ds

Ryx =

t2∫
0

Kx (s, t2) ds
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Пример. Случайный процесс X (t) = Ae−t (t ≥ 0), A – случайная вели-
чина. mA = m, DA = σ2. Найти: характеристики случайных процессов

X, X ′, Y =
t∫
0

X (s) ds.

mx = me−t, Dx = σ2e−2t, Kx (t1, t2) = σ2e−(t1+t2),
mx′ = −me−t, Dx′ = σ2e−2t, Kx′ (t1, t2) = σ2e−(t1+t2),
Rxx′ = −σ2e−(t1+t2), Rx′x = −σ2e−(t1+t2);
my = m

(
1− e−t

)
, Ky (t1, t2) = σ2

(
1− e−t1

) (
1− e−t2

)
, Dy = Ky (t, t) =

σ2
(
1− e−t

)2,
Rxy = −σ2e−t1

(
1− e−t2

)
, Ryx = −σ2e−t2

(
1− e−t1

)
.
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Спектральная теория стационарных случайных
процессов

Поскольку у стационарных случайных процессов вероятностные харак-
теристики неизменные по времени, то они имеют квазипериодический
характер. Это позволяет рассмотреть вместо стационарной случайной
функции от времени – случайную функцию некоторой вспомогательную
переменной, которая во многих приложениях имеет размерность часто-
ты (т. е. X (t) → X(ω)). Это помогает во многих задачах упростить
выкладки (аналогично установившиеся колебания e(iωt), выносится мно-
житель и сокращается, т.е. решение u = ũeiωt, ищется только ũ = ũ(ω)).
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Рассмотрим стационарную функцию X (t), предполагаем, что
M(X(t)) = 0 (не нарушая общности рассуждений). Пусть X (t) может
быть представлена в виде суммы гармонических колебаний с различ-
ными частотами ωl, т.е.

X (t) =

n∑
l=1

(Al cosωlt+Bl sinωlt) (1)

где Al, Bl — случайные величины.
Можно перейти от тригонометрических функций к показательным:

X (t) =

n∑
l=1

(Ple
iωlt +Qle

−iωlt) (2)

Введем новую нумерацию обозначив −ωl = ω−l ⇒

X (t) =
n∑

l=−n

(Φle
iωlt) (3)

где Φl — случайная величина. Поскольку M(X (t)) = 0 ⇒ M(Φl) = 0
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Определим, какие условия должны удовлетворять случайным величи-
нам Φl, чтобы X (t) удовлетворяло стационарности. (M(Ẋ (t)) = 0, уже
удовлетворяет D = const,Kx(t1, t2) = Kx(t2 − t1))
Определим Kx(t1, t2):
Kx(t1, t2) = M((X∗(t1)−X∗(t1))(X(t2)−X(t2))) = M(X∗(t1)X(t2)) =

= M [
n∑

l=−n

(Φ∗
l e

iωlt1)
n∑

j=−n
(Φje

iωjt2)] = (
n∑

j=−n

n∑
l=−n

(ei(ωlt1−ωjt2)M [Φ∗
lΦj ])

Для стационарности необходимо, чтобы Kx(t1, t2) = Kx(t2 − t1), т.е.
сохранились те слагаемые, для которых ωj = ωl, т.е. j = l ⇒Φl должны
удовлетворять условию:

M(Φ∗
lΦj) = δjlSl,M(Φl) = 0 (4)

где Sl- неслучайный положительный коэффициент,

δjl =

{
0, j ̸= l

1, j = l
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Тогда, с учетом свойства (4), имеем

Kx(t1, t2) =
n∑

l=−n

Sle
iωl(t2−t1) = Kx(t2−t1) = Kx(τ)

Тогда дисперсия случайного процесса

D [X(t)] = Kx(t1, t2) = Kx(0) =
n∑

l=−n

Sl = const

Т.е. выполняются все условия стационарного процесса. Таким обра-
зом выражение (3) вполне удовлетворяется при выполнении условий
(4) определению стационарного процесса. Обобщим теперь выражение
(3) отказавшись от дискретного набора частот и от конечности их чис-
ла, тогда мы получим интеграл Стильтьеса.

X(t) =

∞∫
−∞

eiωtd(ω) (5)
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При этом условие (4) перепишется в виде

M [(ω)] = 0,M [d ∗ (ω)d(ω1)] = S(ω)δ(ω − ω1)dωdω1 = f(y0) (6)

где S(ω) — положительная функция, δ(x) — дельта-функция Дирака.

δ(x) =

{
∞, x = 0

0, x ̸= 0

∞∫
−∞

δ(x)dx = 1,
∞∫

−∞
f(y)δ(y − y0)dy = f(y0),

Основным положением, позволяющим перейти к спектральному разло-
жению (5) случайной функции является теорема Хинчина.

(ИММКН) Система СФ 2025-03-18 13 / 13


