
Планиметрия: треугольник

0 курс мехмата ЮФУ*

Углы произвольного треугольника

𝐴

𝐵

𝐶

𝛼

Теорема о сумме углов треугольни-
ка. Для любого треугольника 𝐴𝐵𝐶 верно

∠𝐴+ ∠𝐵 + ∠𝐶 = 180∘.

Внешний угол 𝛼 равен сумме двух уг-
лов треугольника, которые не являются
смежными для внешнего угла, т. е.

𝛼 = ∠𝐴+ ∠𝐵.

Углы прямоугольного треугольника

𝐶 𝐵

𝐴
∠𝐶 = 90∘

∠𝐴+ ∠𝐵 = 90∘

Углы равнобедренного
треугольника

𝐴 𝐶

𝐵

∠𝐴 = ∠𝐶

Углы равностороннего
треугольника

𝐴 𝐶

𝐵

∠𝐴 = ∠𝐵 = ∠𝐶 = 60∘
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Прямоугольный треугольник

𝐶 𝐵

𝐴

𝑎

𝑏 𝑐

Теорема Пифагора. В любом прямо-
угольном треугольнике сумма квадратов
катетов равна квадрату гипотенузы

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2.

Теорема о синусах и косинусах ост-
рых углов. В любом прямоугольном тре-
угольнике справедливы следующие соот-
ношения для сторон треугольника

sin∠𝐴 =
𝑏

𝑐
, cos∠𝐴 =

𝑎

𝑐
,

tg∠𝐴 =
sin∠𝐴
cos∠𝐴

=
𝑏

𝑎
,

ctg∠𝐴 =
cos∠𝐴
sin∠𝐴

=
𝑎

𝑏
,

а также верны равенства для острых уг-
лов треугольника

sin∠𝐴 = cos∠𝐵, cos∠𝐴 = sin∠𝐵,

tg∠𝐴 = ctg∠𝐵, ctg∠𝐴 = tg∠𝐵.

Некоторые сведения
из тригонометрии
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Основное тригонометрическое тожде-
ство. Для любого угла 𝛼 выполняется со-
отношение

sin2 𝛼 + cos2 𝛼 = 1, tg𝛼 · ctg𝛼 = 1.

Некоторые тригонометрические соот-
ношения. Пусть 𝛼 = 𝛽. Тогда

sin𝛼 = sin 𝛽, cos𝛼 = cos 𝛽,

tg𝛼 = tg 𝛽, ctg𝛼 = ctg 𝛽.

Пусть 𝛼 и 𝛽 — смежные углы. Тогда
sin𝛼 = sin 𝛽, cos𝛼 = − cos 𝛽,

tg𝛼 = − tg 𝛽, ctg𝛼 = − ctg 𝛽.

Некоторые формулы приведения
sin(180∘−𝛼) = sin𝛼, cos(180∘−𝛼) = − cos𝛼,

tg(180∘−𝛼) = − tg𝛼, ctg(180∘−𝛼) = − ctg𝛼,

sin(90∘ − 𝛼) = cos𝛼, cos(90∘ − 𝛼) = sin𝛼,

tg(90∘ − 𝛼) = ctg𝛼, ctg(90∘ − 𝛼) = tg𝛼,

sin(90∘+𝛼) = cos𝛼, cos(90∘+𝛼) = − sin𝛼,

tg(90∘+𝛼) = − ctg𝛼, ctg(90∘+𝛼) = − tg𝛼.

Высота, проведённая из прямого
угла треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝑎

𝑏 𝑐
ℎ

𝑐𝑏

𝑐𝑎

Теорема о проекциях катетов на ги-
потенузу. Если высота, проведённая
из прямого угла прямоугольного тре-
угольника равна ℎ, а проекции катетов 𝑎
и 𝑏 на гипотенузу 𝑐 равны 𝑐𝑎 и 𝑐𝑏 соот-
ветственно, то будут справедливы следу-
ющие соотношения

ℎ2 = 𝑐𝑎 · 𝑐𝑏, 𝑎2 = 𝑐 · 𝑐𝑎, 𝑏2 = 𝑐 · 𝑐𝑏.

Площадь прямоугольного треуголь-
ника равна

𝑆 =
1

2
𝑎𝑏 =

1

2
𝑐ℎ.
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Высота треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝐻

Высота треугольника — это перпендикуляр, про-
ведённый из вершины треугольника к прямой, со-
держащей противоположную сторону.
У каждого треугольника три высоты (по одной
из каждой вершины). Высоты или их продолже-
ния всегда пересекаются в одной точке (эта точка
называется ортоцентром треугольника).

∙ В остроугольном треугольнике все три высо-
ты лежат внутри треугольника, и ортоцентр
находится внутри фигуры.

∙ В прямоугольном треугольнике две высо-
ты совпадают с катетами, а третья опущена
из вершины прямого угла на гипотенузу. Ор-
тоцентр совпадает с вершиной прямого угла.

∙ В тупоугольном треугольнике две высоты
опущены на продолжения сторон (лежат вне
треугольника), а одна — на сторону. Орто-
центр находится вне треугольника.

Особые случаи
1. В равнобедренном треугольнике высоты,

проведённые к равным сторонам, равны.

2. В равностороннем треугольнике все три вы-
соты равны.

Медиана треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝑀

Длину медианы 𝐴𝑀 = 𝑚𝑎, проведённой к сто-
роне 𝑎 треугольника со сторонами 𝑎, 𝑏, 𝑐 (на рис.
𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐴𝐶 = 𝑏), можно найти по фор-
муле:

𝑚𝑎 =
1

2

√︀
2(𝑏2 + 𝑐2)− 𝑎2

Аналогично вычисляются медианы 𝑚𝑏 и 𝑚𝑐, про-
ведённые к сторонам 𝑏 и 𝑐 соответственно.

Медиана треугольника — это отрезок, соединяющий вершину треугольника с се-
рединой противоположной стороны.
У каждого треугольника три медианы — по одной из каждой вершины. Все три ме-
дианы пересекаются в одной точке, которая называется центроидом (или центром
тяжести) треугольника.
Теремы о медианах треугольника

1. Центроид делит каждую медиану на два отрезка в отношении 2 : 1, счи-
тая от вершины (больший отрезок — от вершины до центроида, меньший —
от центроида до стороны).

2. Медиана делит исходный треугольник на два треугольника равной площа-
ди (равновеликих ). Три медианы делят треугольник на шесть равновеликих
треугольников.

Особые случаи
1. В равнобедренном треугольнике медианы, проведённые к равным сторонам,

равны.

2. В равностороннем треугольнике все три медианы равны.

3. В прямоугольном треугольник медиана, проведённая из вершины прямого
угла к гипотенузе, равна половине гипотенузы.

Дополнительное свойство. Медиана делит пополам любой отрезок, параллель-
ный стороне, к которой она проведена.

Стр. 3 из 6



Математика-10, преподаватель Т.Ф. Долгих 0 курс мехмата ЮФУ

Биссектриса треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝐾

Длину биссектрисы 𝐴𝐾 = 𝑙𝑎, проведённой из угла 𝛼 =
∠𝐵𝐴𝐶 к стороне 𝐵𝐶 = 𝑎 можно найти по формулам:

𝑙𝑎 =
2 · 𝑏 · 𝑐 · cos 𝛼

2

𝑏+ 𝑐
или 𝑙𝑎 =

√︀
𝑏 · 𝑐− 𝑎𝑏 · 𝑎𝑐,

где 𝐴𝐶 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐 — стороны треугольника 𝐴𝐵𝐶,
а 𝐶𝐾 = 𝑎𝑏 и 𝐵𝐾 = 𝑎𝑐 — отрезки, на которые биссек-
триса делит сторону 𝑎.

Биссектриса треугольника — это отрезок, соединяющий вершину треугольника с точкой
на противоположной стороне и делящий угол при вершине на два равных угла.
Свойство равноудалённости. Любая точка биссектрисы равноудалена от сторон угла,
из которого она выходит.
У каждого треугольника три биссектрисы (по одной из каждой вершины). Все три бис-
сектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Эта точка — центр вписанной в тре-
угольник окружности, которая называется инцентром. Точка пересечения биссектрис де-
лит каждую биссектрису в отношении, равном отношению суммы прилежащих сторон к
противолежащей (считая от вершины).
Теорема. Биссектриса делит противоположную сторону на два отрезка, пропорциональных

прилежащим сторонам, т. е.
𝐶𝐾

𝐴𝐶
=

𝐵𝐾

𝐴𝐵
или

𝑎𝑏
𝑏

=
𝑎𝑐
𝑐

.
Особые случаи

1. В равнобедренном треугольнике биссектрисы, проведённые к равным сторонам, рав-
ны.

2. В равностороннем треугольнике все три биссектрисы равны.

Свойства высот, медиан и биссектрис для равнобедренных и равносторонних
треугольников.

1. В равнобедренном треугольнике высота, проведённая к основанию, одновременно яв-
ляется медианой и биссектрисой.

2. В равностороннем треугольнике все три высоты одновременно являются медианами
и биссектрисами.

Теорема синусов треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝑎

𝑏 𝑐

Отношение стороны треугольника к сину-
су противолежащего угла равно диаметру
описанной окружности:

𝑎

sin∠𝐴
=

𝑏

sin∠𝐵
=

𝑐

sin∠𝐶
= 2𝑅,

где 𝑅 — радиус описанной около тре-
угольника окружности.

Теорема косинусов треугольника

В любом треугольнике квадрат длины од-
ной стороны равен сумме квадратов длин
двух других сторон минус удвоенное про-
изведение этих сторон на косинус угла
между ними:

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos∠𝐴.
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Площадь треугольника

𝐶 𝐵

𝐴

𝑎

𝑏 𝑐

1. 𝑆 =
1

2
𝑎ℎ𝑎, где ℎ𝑎 — высота, проведённая к стороне 𝑎

2. 𝑆 =
1

2
𝑎𝑏 sin∠𝐶

3. Формула Герона: 𝑆 =
√︀

𝑝(𝑝− 𝑎)(𝑝− 𝑏)(𝑝− 𝑐), где через 𝑝

обозначен полупериметр треугольника, т. е. 𝑝 =
1

2
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)

4. 𝑆 = 𝑝𝑟, где 𝑟 — радиус вписанной в треугольник окружности

5. 𝑆 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑅
, где 𝑅 — радиус описанной около треугольника

окружности

Площадь равностороннего треугольника:

𝑆 =

√
3

4
𝑎2

Равенство треугольников

𝐶1 𝐵1

𝐴1

𝐶2 𝐵2

𝐴2

Признаки равенства треугольников

1. По двум сторонам и углу между ними (первый признак).
Если две стороны и угол между ними одного треугольни-
ка соответственно равны двум сторонам и углу между ними
другого треугольника, то такие треугольники равны:

𝐴1𝐵1 = 𝐴2𝐵2, 𝐴1𝐶1 = 𝐴2𝐶2, ∠𝐴1 = ∠𝐴2.

2. По стороне и двум прилежащим углам (второй признак).
Если сторона и два прилежащих к ней угла одного тре-
угольника соответственно равны стороне и двум прилежа-
щим к ней углам другого треугольника, то такие треуголь-
ники равны:

𝐴1𝐵1 = 𝐴2𝐵2, ∠𝐴1 = ∠𝐴2, ∠𝐵1 = ∠𝐵2.

3. По трём сторонам (третий признак). Если три стороны од-
ного треугольника соответственно равны трём сторонам дру-
гого треугольника, то такие треугольники равны:

𝐴1𝐵1 = 𝐴2𝐵2, 𝐴1𝐶1 = 𝐴2𝐶2, 𝐵1𝐶1 = 𝐵2𝐶2.
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Равенство прямоугольных треугольников

𝐵1 𝐶1

𝐴1

𝐵2 𝐶2

𝐴2

Так как у прямоугольных треугольников уже есть равный эле-
мент — прямой угол, то признаки равенства прямоуголь-
ных треугольников немного упрощаются

1. По двум катетам. Если два катета одного треугольника
соответственно равны двум катетам другого треугольни-
ка, то такие треугольники равны:

𝐴1𝐶1 = 𝐴2𝐶2, 𝐵1𝐶1 = 𝐵2𝐶2.
2. По катету и гипотенузе. Если катет и гипотенуза одно-

го треугольника соответственно равны катету и гипоте-
нузе другого треугольника, то такие треугольники рав-
ны:

𝐴1𝐵1 = 𝐴2𝐵2, 𝐴1𝐶1 = 𝐴2𝐶2.
3. По катету и прилежащему острому углу. Если катет

и прилежащий к нему острый угол одного треугольни-
ка соответственно равны катету и прилежащему к нему
острому углу другого треугольника, то такие треуголь-
ники равны:

𝐴1𝐶1 = 𝐴2𝐶2, ∠𝐴1 = ∠𝐴2.
4. По гипотенузе и острому углу. Если гипотенуза и ост-

рый угол одного треугольника соответственно равны ги-
потенузе и острому углу другого треугольника, то такие
треугольники равны:

𝐴1𝐵1 = 𝐴2𝐵2, ∠𝐴1 = ∠𝐴2.

Подобие треугольников

𝐶1 𝐵1

𝐴1

𝐶2 𝐵2

𝐴2

Подобные треугольники — это треугольники c соответственно равными
углами и стороны одного пропорциональны сторонам другого (отноше-
ние сторон называется коэффициентом подобия 𝑘).
Признаки подобия треугольников

1. По двум углам (первый признак). Если два угла одного треуголь-
ника соответственно равны двум углам другого треугольника, то
такие треугольники подобны:

∠𝐴1 = ∠𝐴2, ∠𝐵1 = ∠𝐵2.
2. По двум сторонам и углу между ними (второй признак). Ес-

ли две стороны одного треугольника пропорциональны двум сто-
ронам другого треугольника и углы, заключённые между этими
сторонами, равны, то такие треугольники подобны:

𝐴1𝐵1

𝐴2𝐵2

=
𝐴1𝐶1

𝐴2𝐶2

= 𝑘, ∠𝐴1 = ∠𝐴2.

3. По трём сторонам (третий признак). Если три стороны одного
треугольника пропорциональны трём сторонам другого треуголь-
ника, то такие треугольники подобны:

𝐴1𝐵1

𝐴2𝐵2

=
𝐴1𝐶1

𝐴2𝐶2

=
𝐵1𝐶1

𝐵2𝐶2

= 𝑘.

Следствия из подобия треугольников
1. Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату

коэффициента подобия: 𝑆𝐴1𝐵1𝐶1 : 𝑆𝐴2𝐵2𝐶2 = 𝑘2.
2. Соответственные элементы (медианы, биссектрисы, высоты) и пе-

риметры подобных треугольников также относятся как 𝑘.
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