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Будем разыскивать алгебраический многочлен вида 

𝑀𝑛(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ 𝑎𝑛𝑥𝑛  



Потребуем, чтобы в узлах интерполирования этот многочлен совпадал со 

значениями функции 

𝑀𝑛(𝑥𝑘) = 𝑓𝑘 , 𝑘 = 0,1,2, … 𝑛 

Получаем систему из (n+1) уравнения относительно неизвестных 

коэффициентов многочлена 𝑀𝑛(𝑥) 

𝑀𝑛(𝑥𝑘) = 𝑓𝑘, 𝑘 = 0,1,2, … 𝑛     

Определитель этой системы отличен от нуля, так как среди узлов нет 

повторяющихся и называется определителем Вандермонда. 

При  больших значениях n такой способ построения интерполяционного 

многочлена затруднителен и поэтому используют интерполяционный 

многочлен в форме Лагранжа или в форме Ньютона. 

 

ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ МНОГОЧЛЕН ЛАГРАНЖА 

Интерполяционный многочлен в форме Лагранжа определяется как 

линейная комбинация многочленов n-ых степеней: 

𝐿𝑛(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘𝑐𝑘(𝑥),   𝑐𝑘(𝑥) − многочлен степени 𝑛

𝑛

𝑘=0

 

При подстановке узла интерполяции 𝑥0 получаем  

𝐿𝑛(𝑥0) = 𝑓0 = ∑ 𝑓𝑘𝑐𝑘(𝑥0) → 𝑐0(𝑥0) = 1,    𝑐𝑘(𝑥0) = 0, 𝑘 ≠ 0

𝑛

𝑘=0

 

При подстановке узла интерполяции 𝑥1 получаем  

𝐿𝑛(𝑥1) = 𝑓1 = ∑ 𝑓𝑘𝑐𝑘(𝑥1) → 𝑐1(𝑥1) = 1,  𝑐𝑘 (𝑥1) = 0, 𝑘 ≠ 1

𝑛

𝑘=0

 

….. 

Таким образом, многочлены 𝑐𝑘(𝑥) строятся следующим образом 

𝑐𝑘(𝑥𝑚) = 0, 𝑘 ≠ 𝑚, 𝑐𝑘(𝑥𝑘) = 1 

Таким образом, строим многочлен по его нулям: 

𝑐𝑘(𝑥) = 𝐴(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑘−1)(𝑥 − 𝑥𝑘+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛) 

Найдем множитель A из условия 𝑐𝑘(𝑥𝑘) = 1, получаем 

1 = 𝐴(𝑥𝑘 − 𝑥0)(𝑥𝑘 − 𝑥1) … (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) … (𝑥 − 𝑥𝑛) 



𝐴 =
1

∏ (𝑥𝑘 − 𝑥𝑖)𝑛
𝑖=0,𝑖≠𝑘

 

Теперь окончательно получим многочлен 𝑐𝑘(𝑥) 

𝑐𝑘(𝑥) =
∏ (𝑥 − 𝑥𝑖)𝑛

𝑖=0,𝑖≠𝑘

∏ (𝑥𝑘 − 𝑥𝑖)𝑛
𝑖=0,𝑖≠𝑘

= ∏
(𝑥 − 𝑥𝑖)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=0 𝑖≠𝑘

 

Интерполяционный многочлен в форме Лагранжа имеет вид 

𝐿𝑛(𝑥) = ∑ 𝑓𝑘 ∏
(𝑥 − 𝑥𝑖)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=0 𝑖≠𝑘

𝑛

𝑘 =0

    (1), 𝐿𝑛(𝑥𝑗) = 𝑓𝑗  

 

 

 



 

 

 

𝐿3(𝑥) = −9 
(𝑥 − 0)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

(−1 − 0)(−1 − 1)(−1 − 2)
− 4 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

(0 + 1)(0 − 1)(0 − 2)

+ 11
(𝑥 + 1)(𝑥 − 0)(𝑥 − 2)

(1 + 1)(1 − 0)(1 − 2)
+ 78

(𝑥 + 1)(𝑥 − 0)(𝑥 − 1)

(2 + 1)(2 − 0)(2 − 1)
= 

= +
3

2
(𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) − 2(𝑥3 − 2𝑥2 − 𝑥 + 2) −

11

2
(𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥)

+ 13(𝑥3 − 𝑥)

= 7𝑥3 + 𝑥2 (−
9

2
+ 4 +

11

2
) + 𝑥(3 + 2 + 11 − 13) + 𝑥0(−4)

= 7𝑥3 + 5𝑥2 + 3𝑥 − 4 

  

 



 

Оценка погрешности интерполяционного многочлена 

Оценим погрешность замены функции f(x) ее интерполяционным 

многочленом. Определим вспомогательную функцию 

 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐿𝑛(𝑥) − 𝐾 𝜔𝑛(𝑥),   𝜔𝑛(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) … (𝑥 − 𝑥𝑛) 

Здесь К- некоторая константа. 

Пусть функция f(x) непрерывно дифференцируема на отрезке [a,b] (n+1) 

раз, тогда 𝜑(𝑥) также непрерывно дифференцируема. 

Заметим, что во всех узлах интерполяции функция  

𝜑(𝑥𝑘) = 0, 𝑘 = 0,1,2, … 𝑛 

Возьмем некоторое значение �̃� ≠ 𝑥𝑘 и потребуем, чтобы  

𝜑(�̃�) = 0 

Или 𝑓(�̃�) − 𝐿𝑛(�̃�) − 𝐾 𝜔𝑛(�̃�) = 0 →     𝐾 =  
𝑓(�̃�)−𝐿𝑛(�̃�)

𝜔𝑛(�̃�)
 

Таким образом, функция 𝜑(𝑥) имеет (n+2) нуля, значит, 𝜑′(𝑥) = 0 в 

(n+1) точке, продолжая таким образом, 𝜑(𝑛+1)(𝑥) = 0  при одном значении 

𝑥 = 𝛽 

Напомню, что 𝐿𝑛(𝑥) − многочлен степени 𝑛 → 𝐿𝑛
(𝑛+1)

(𝑥) = 0 

𝜔𝑛(𝑥) − многочлен степени 𝑛 + 1 →  𝜔𝑛+1
(𝑛+1)

= (𝑛 + 1)!   

 

Продифференцируем 𝜑(𝑥) (n+1) раз и получим 

𝜑(𝑛+1)(𝑥) = 𝑓(𝑛+1)(𝑥) − 0 − 𝐾 (𝑛 + 1)!,

подставим 𝑥 = 𝛽 и получим 𝐾 =
𝑓(𝑛+1)(𝛽)

(𝑛 + 1)!
 



Приравняем два выражения для константы K 

𝐾 =  
𝑓(�̃�) − 𝐿𝑛(�̃�)

𝜔𝑛(�̃�)
=

𝑓(𝑛+1)(𝛽)

(𝑛 + 1)!
 

Выразим погрешность интерполирования в точке �̃�: 

𝑓(�̃�) − 𝐿𝑛(�̃�) =
𝑓(𝑛+1)(𝛽)

(𝑛 + 1)!
 𝜔𝑛(�̃�) 

Оценим сверху 

|𝑓(�̃�) − 𝐿𝑛(�̃�)| ≤
max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑛+1)(𝑥)|

(𝑛 + 1)!
 |𝜔𝑛(�̃�)| 

Пример 

Для функции 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝝅𝒙) построить ИМ Лагранжа по узлам 𝒙𝟎 =

𝟎, 𝒙𝟏 =
𝟏

𝟔
, 𝒙𝟐 =

𝟏

𝟐
 и оценить погрешность интерполяции для �̃� =

𝟏

𝟑
 

𝑓0 = 0, 𝑓1 =
1

2
, 𝑓2 = 1 

𝐿2(𝑥) =
1

2

(𝑥 − 0)(𝑥 −
1
2

)

(
1
6

− 0)(
1
6

−
3
6

)
+ 1 

(𝑥 − 0)(𝑥 −
1
6

)

(
1
2

− 0)(
3
6

−
1
6

)
= −9 (𝑥2 −

1

2
𝑥) + 6 (𝑥2 −

1

6
𝑥)

= −3𝑥2 +
7

2
𝑥 

Выполним проверку 𝐿2(0) = 0 𝐿2 (
1

6
) = −

3

36
+

7

12
=

1

2
    𝐿2 (

1

2
) = −

3

4
+

7

4
= 1     

Подставим 𝐿2 (
1

3
) = −

3

9
+

7

6
=

5

6
= 𝟎, 𝟖(3)  сравним с 𝑓 (

1

3
) = sin

𝜋

3
=

√3

2
 ≈0,866 

|𝑓 (
1

3
) − 𝐿2 (

1

3
)| = 𝟎, 𝟎33 

Теперь воспользуемся оценкой, полученной ранее 

|𝑓 (
1

3
) − 𝐿2 (

1

3
)| ≤

max
[0,1]

|𝑠𝑖𝑛(3)(𝜋𝑥)|

(3)!
 |(

1

3
− 0) (

1

3
−

1

6
) (

1

3
−

1

2
)| ≤ 

≤
𝜋3

6

1

3
 
1

6

1

6
≈ 𝟎. 𝟎478 

 



Домашнее задание: 

1) Построить ИМ Лагранжа для таблицы значений из инд варианта 

2) Составить тест для программы построения ИМ Ньютона 

 

 

 

 

 

 

 

 


